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1 Einleitung

Neben den weit verbreiteten imperativen Programmiersprachen wie Java oder C++ existieren
zahlreiche weitere Sprachen, die unter anderem beachtenswerte Eigenschaften besitzen. Eine
Gruppe besonders eleganter Programmiersprachen bilden funktionale Sprachen wie zum Bei-
spiel Haskell [20], deren Vorteile gegenüber imperativen Sprachen in mehreren Verö�entlichun-
gen [7, 9] hervorgehoben wurden. Dass in der funktionalen Programmierung Berechnungen als
Auswertung von mathematischen Funktionen verstanden werden, erlaubt unter anderem leichte-
re Beweise von Programmeigenschaften. Manche dieser Eigenschaften und deren Beweise können
sogar automatisch durchgeführt werden. In [26] stellte Wadler dazu ein Prinzip vor, mit dem
Sätze über Funktionen gewonnen werden können. Diese Sätze werden freie Theoreme genannt,
da sie allein aus dem Typ einer Funktion ohne jedes Wissen über ihre De�nition abgeleitet
werden können. In der Folge benutzten viele Verö�entlichungen, zum Beispiel [3, 15, 23, 25],
dieses Prinzip zur Argumentation oder zum Beweisen von Programmeigenschaften, wodurch die
Bedeutung der Arbeit von Wadler nur unterstrichen wurde.

Die Grundidee der freien Theorem fuÿt auf einem neuen Verständnis von Datentypen. Werden
sie zumeist als Beschreibungen von Wertemengen aufgefasst, so können sie auch als Relationen
beschrieben werden. Dazu sind eine Reihe von Konstruktionen nötig, die sicherstellen, dass jeder
Datentyp durch eine Relation ausgedrückt werden kann. Aus einer solchen Relation kann dann
unmittelbar ein freies Theorem abgeleitet werden.

Das vollständige Prinzip der Erzeugung freier Theoreme aus Typen wird, basierend auf
[13], in Abschnitt 3 genau beschrieben. An dieser Stelle soll anhand der Programmiersprache
Haskell ein kurzes Beispiel verdeutlichen, welcher Art die Aussagen zu Typen von Funktionen
sein können. Dabei werden Begri�e benutzt, die erst in späteren Abschnitten genau erklärt
werden können.

Es soll die folgende Haskell-Funktion f , für die bewusst keine De�nition angegeben ist,
betrachtet werden. Dabei stellt [α] eine Liste aus Elementen eines beliebigen Typs α dar.

f :: ∀α . [α]→ [α]

Funktionen, die den gleichen Typ haben, sind zum Beispiel reverse, die eine Liste in umgekehrte
Reihenfolge umschreibt, oder tail , die von einer nichtleeren Liste das erste Element abschneidet
und den Rest unverändert zurück liefert.

Ohne eine De�nition für f anzugeben, gilt dann für zwei beliebige, abgeschlossene Haskell-
Typen, zum Beispiel Int und String , die der Einfachheit halber mit T1 und T2 abgekürzt werden,
sowie für jede strikte Haskell-Funktion h :: T1 → T2 und für eine Liste x vom Typ [T1] das
folgende freie Theorem

map h (fT1 x) = fT2 (map h x)

wobei fT1 und fT2 die Instanziierungen von f auf T1 bzw. T2 sind. Die Haskell-Funktion map,
die in Tabelle 1 auf der nächsten Seite gezeigt wird, wendet die Funktion h auf jedes Element
einer als Argument übergebenen Liste an.

Dieses Theorem entspricht dem intuitiven Verständnis über den Typ der Funktion f : Da
die Funktion auf Listen jeden Typs angewendet werden kann, besitzt sie also keinerlei Wissen
über die innere Struktur der Listenelemente. Demnach kann die Funktion die Elemente auch
nicht verändern oder neue Elemente (bis auf ⊥) erzeugen. Die Ausgabeliste muss daher auf der
Eingabeliste basieren, deren Elemente nur umsortiert, weggelassen oder vervielfältigt werden
können. Deshalb führt ein solches Umgestalten einer Liste mittels f und anschlieÿendes Anwen-
den von h auf jedes Listenelement zu der gleichen Liste wie Anwenden von h auf die Elemente
der Ursprungsliste und darau�olgendes Umordnen mittels f . Dies ist genau die Aussage des
vorgestellten freien Theorems.
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Ziel dieser Arbeit ist es, den in [13, 26] beschriebenen Algorithmus zur Erstellung freier
Theoreme für Haskell zu implementieren. Dabei soll es auch möglich sein, aus den Typen höher-
rangiger Funktionen freie Theoreme abzuleiten. Funktionen werden als höherrangig bezeichnet,
wenn ihre Argumente Funktionen sind, die unabhängig von der sie benutzenden Funktion über
Typen abstrahiert sind. Ein Beispiel dafür ist die Funktion build in [3].

Die zu erstellende Anwendung wird selbst auch in Haskell geschrieben, unter Verwendung
des Haskell-Compilers GHC. Sie wird aus der Benutzerschnittstelle FTshell und der Biblio-
thek FreeTheorems bestehen, wobei letztere den Algorithmus zum Erzeugen freier Theoreme
beinhaltet.

Diese Arbeit ist folgendermaÿen strukturiert. Abschnitt 1 gibt eine Einführung und Motiva-
tion zu den freien Theoremen und beschreibt auÿerdem das Ziel dieser Arbeit. Danach folgen
zwei Abschnitte, die Einführungen in die zugrundeliegenden Konzepte geben. Dabei wird in Ab-
schnitt 2 ein kurzer Überblick über Haskell, speziell über die für diesen Beleg relevanten Aspekte
von Haskell, gegeben. Danach werden in Abschnitt 3 die theoretischen Grundlagen dieser Arbeit
erörtert. Darüber hinaus wird dort auch der Algorithmus de�niert, mit dem man aus Typen
freie Theoreme generieren kann. Der Rest der Arbeit widmet sich der Erstellung und Dokumen-
tation der Anwendung FTshell und der Bibliothek FreeTheorems und orientiert sich dabei
am traditionellen Software-Entwicklungsprozess [21]. Abschnitt 4 stellt dazu die Anforderungen
sowie die Analyse und den Entwurf dar, während in Abschnitt 5 der Prozess der Implementation
und die erzielten Resultate dokumentiert werden. Danach zeigt Abschnitt 6 an einem Beispiel,
wie man die FTshell benutzen kann, um zu einem Typ ein Theorem zu erzeugen. Abgeschlos-
sen wird die Arbeit durch eine Aufstellung möglicher Erweiterungen in Abschnitt 7. Anhang A
über die unterstützten Haskell-Datentypen sowie Anhang B über die verwendeten Hilfsmittel
enthalten Informationen, die nicht im Rahmen der anderen Abschnitte gezeigt werden sollten.
Zusätzlich wird nach der verwendeten Lizenz, die in Anhang C nachgelesen werden kann, der
gröÿte Teil des Quellcodes der Bibliothek FreeTheorems in Anhang D aufgeführt.

2 Kurzübersicht zu Haskell

Basierend auf [8, 20] gibt dieser Abschnitt einen knappen Überblick über die für diesen Beleg
relevanten Eigenschaften von Haskell. Er ist weder als Einführung in diese Programmiersprache
gedacht noch vollständig in der Darstellung ihrer Möglichkeiten.

bot :: ∀α . α length :: ∀α . [α]→ Int

bot = bot length [] = 0
length (x : xs) = 1 + length xs

fix :: ∀α . (α→ α)→ α map :: ∀α β . (α→ β)→ [α]→ [β]

fix f = f (fix f) map f [] = []
map f (x : xs) = f x : map f xs

id :: ∀α . α→ α seq :: ∀α β . α→ β → β

id x = x seq ⊥ b = ⊥
seq a b = b (falls a 6= ⊥)

Tabelle 1: Wichtige, häu�g wiederkehrende Haskell-Funktionen
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Haskell ist eine rein funktionale Sprache, das heiÿt, dass Funktionen, ähnlich denen aus der
Mathematik, die Grundbausteine von Programmen bilden. Die Funktionen sind dabei frei von
Seitene�ekten: Unabhängig vom Zeitpunkt des Aufrufs einer Funktion liefert sie für gleiche Ar-
gumente immer gleiche Resultate. Aufgrund dieser Eigenschaft gibt es in Haskell auch keine
Schleifenkonstruke wie in imperativen Sprachen. Statt dessen basiert Haskell neben der Be-
nutzung von Funktionen und Funktionskompositionen weitgehend auf Rekursion. Die folgende
Funktion zeigt das Prinzip der Rekursion anhand der Bestimmung der Fakultät:

fac :: Int → Int

fac n = case n of
0 → 1
otherwise → n ∗ fac (n− 1)

Rekursion hat als Kern die wiederholte Ausführung einer Funktion, wie zum Beispiel fac. Dieser
Kern kann allerdings selbst auch durch die Funktion fix aus Tabelle 1 auf der vorherigen Seite
ausgedrückt werden. Dabei fällt auf, dass fix keine Abbruchbedingung enthält, um die Rekursion
zu stoppen. Diese Eigenschaft wird als unbeschränkte Rekursion bezeichnet.

Da fix die Rekursion kapselt, kann jede rekursive Funktion auch mit Hilfe von fix geschrieben
werden, was zum Beispiel an der Fakultätsfunktion gezeigt werden kann, für die hier eine Variante
fac′ angegeben wird:

fac′ :: Int → Int

fac′ = fix h
where h f n = case n of

0 → 1
otherwise → n ∗ f (n− 1)

An fac′ sieht man, dass die Rekursion von fix übernommen wird, während die nichtrekursive
Funktion h die Berechnungsvorschrift für einen Rekursionsschritt enthält.

Berechnungen in Haskell basieren auf der Auswertung von Termen, wie zum Beispiel 1 + 2.
Ebenso sind Teile von Funktionen wie n∗fac (n−1) oder die gesamte rechte Seite von fac′ Terme.
In diesem Sinne kann man Funktionen als Zuordnungen von Namen zu Termen betrachten, wobei
die beim Aufruf einer Funktion übergebenen Parameter an die entsprechenden Variablen in der
rechten Seite der Funktionsde�nition übergeben werden.

Jedem Term, und damit jeder Funktion, kann in Haskell auÿerdem ein allgemeinster Typ
zugeordnet werden. Zum Beispiel ist (fac 3) vom Typ Int . Ein Typ wird als Bezeichner für
eine Menge von Werten angesehen. Zum Beispiel ist der Typ Int → Int nicht nur der Typ der
Funktionen fac und fac′, sondern beschreibt die Menge aller Haskell-Funktionen, die eine ganze
Zahl auf eine ganze Zahl abbilden. Wird die Struktur eines Typs betrachtet, dann wird ein Typ
meist Typterm genannt.

Haskell, wie andere höhere Programmiersprachen auch, hat ein mächtiges und umfangrei-
ches Typsystem. Neben den fünf Basistypen Char , Int , Integer , Float und Double existieren
vorde�nierte Typen zum Typisieren von Listen, Tupeln und Funktionen. Auÿerdem gibt es ver-
schiedene Möglichkeiten, benutzerde�nierbare Datentypen zu erstellen. Eine Möglichkeit bieten
algebraische Datentypen wie zum Beispiel:

data Baum = Blatt | Knoten Int Baum Baum

Dabei wird Baum als Typkonstruktor bezeichnet, während Blatt und Knoten Datenkonstruk-
toren genannt werden. Dieser algebraische Datentyp zeigt, dass Rekursion auch bei Datentypen
auftauchen kann.
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Eine weitere Möglichkeit zum Einführen neuer benutzerde�nierbarer Datentypen bieten Typ-
synonyme, also zum Beispiel:

type Binaerbaum = Baum

Durch Typsynonyme werden keine neuen Typen angelegt, sondern bestehende Typen bekommen
nur zusätzliche Namen. Zum Beispiel ist

Knoten 3 (Knoten 1 Blatt Blatt) Blatt

vom Typ Baum und gleichzeitig vom Typ Binaerbaum.
Im Haskell-Standard [20] werden eine Reihe von benutzerde�nierbaren Datentypen bereits

de�niert, zum Beispiel Bool . Eine Auswahl dieser Typen �ndet sich in Anhang A.
Neben den bisher diskutierten Typen existieren mit Typklassen und deren Instanzen sowie

Typumbenennungen weitere Konstrukte in Haskell, die allerdings keine Rolle in diesem Beleg
spielen.

Um das Neuschreiben vieler ähnlicher Funktionen für jeden Typ zu vermeiden, bietet Haskell
parametrische Polymorphie. Das bedeutet, dass die Typen von Funktionen Typvariablen enthal-
ten können, die das Ersetzen durch beliebige weitere Typen, Instanziierung genannt, erlauben.
Dadurch werden häu�g wiederkehrende Algorithmen von konkreten Typen abstrahiert. Ein Bei-
spiel ist die in Tabelle 1 auf Seite 4 gezeigte Funktion length, die die Länge von Listen beliebigen
Typs bestimmt. Zum Beispiel liefert length [1, 5, 6, 3] den Wert 4, wobei die Typvariable mit Int
instanziiert wurde. Für die Liste [True,False,True] liefert die gleiche Funktion length den Wert
3, indem der Typ Bool als Instanz für die Typvariable gewählt wurde.

In Haskell können aber auch Typen polymorph sein. Zum Beispiel kann der Typ Baum so
modi�ziert werden, dass er Werte beliebigen Typs speichern kann:

data Baum ′ α = Blatt ′ | Knoten ′ α (Baum ′ α) (Baum ′ α)

Mit diesem algebraischen Datentyp sind zum Beispiel folgende Instanzen möglich, wobei der
jeweilige Typ dahinter angegeben ist:

Knoten ′ True (Knoten ′ False Blatt ′ Blatt ′) Blatt ′ :: Baum ′ Bool
Knoten ′ 1.3 (Knoten ′ 4.7 Blatt ′ Blatt ′) Blatt ′ :: Baum ′ Float

Ebenso wie Baum ′ können auch Typsynonyme über Parameter verfügen, zum Beispiel ist

type BinaerbaumMitSchluessel α = Baum ′ (Int , α)

ein Binärbaum, der zu jedem Eintrag eines Knotens zusätzlich einen ganzzahligen Schlüssel
speichert.

Im Gegensatz zu vielen anderen Programmiersprachen müssen Funktionen in Haskell nicht
strikt sein. Dabei ist eine Funktion strikt, wenn sie mit einen nichtterminierenden Ausdruck als
Argument ebenfalls nicht terminiert. Das folgende Beispiel soll dies illustrieren. Betrachte man
dazu die Funktion bot aus Tabelle 1 auf Seite 4 und die folgende Funktion:

const1 :: ∀α . α→ Int

const1 x = 1

Die Funktion const1 ist nicht strikt, denn für jedes beliebige Argument liefert const1 immer
den Wert 1. Das heiÿt, selbst (const1 bot) hat den Wert 1, obwohl das Argument bot ein
nichtterminierender Ausdruck ist.
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3 Theoretische Grundlagen

3.1 Allgemeine De�nitionen

Die Menge der natürlichen Zahlen N ist {0, 1, 2, . . .}.
Sei S eine endliche Menge von Symbolen. Dann ist das Tupel (S, rang) ein Rangalphabet,

wobei rang : S → N eine Funktion ist, die jedem Symbol s ∈ S eine natürliche Zahl (als
Rang oder Stelligkeit bezeichnet) zuordnet. Vereinfachend werden Rangalphabete im folgenden
zumeist ähnlich wie Mengen behandelt.

Sei M eine Menge. Dann wird die Menge aller Teilmengen von M , also die Potenzmenge von
M , mit P(M) notiert.

Eine Teilmenge von X×Y für zwei Mengen X und Y heiÿt Relation. Funktionen als Spezial-
fall von Relationen werden als ihr Funktionsgraph interpretiert, d.h. eine Funktion f : X → Y
wird durch die Relation {(x, y) ∈ X × Y | f x = y} beschrieben.

Sei X eine Menge und seiv ∈ X×X eine Halbordnung, das heiÿt, sei v re�exiv, transitiv und
antisymmetrisch. Eine Kette in X, bezeichnet als (xi), ist eine Folge von Elementen x0, x1, . . .
aus X, für die xj v xj+1 mit j ∈ N gilt. Die Halbordnung v über X wird vollständig mit
kleinstem Element ⊥ genannt, wenn jede Kette (xi) aus X eine kleinste obere Schranke in X
hat, die mit

⊔
xi bezeichnet wird, und wenn X auÿerdem ein kleinstes Element ⊥ bezüglich v

besitzt. Im folgenden heiÿt eine Menge geordnet, wenn es zu ihr eine vollständige Halbordnung
mit kleinstem Element ⊥ gibt. Die Typen von Haskell können als geordnete Mengen betrachtet
werden [13], wobei das jeweils kleinste Element ⊥ häu�g einen unde�nierten Wert oder eine
unendliche Operation darstellt.

Sei R eine Relation über den geordneten Mengen X und Y . Zur Vereinfachung der Dar-
stellung wird hier keine Unterscheidung zwischen den Halbordnungen, kleinsten Elementen und
kleinsten oberen Schranken von X und Y gemacht. Wenn R das Paar (⊥,⊥) enthält, dann heiÿt
R strikt. Weiterhin ist die Relation R stetig, wenn für jede Kette (xi) aus X und für jede Kette
(yi) aus Y mit (xj , yj) ∈ R für alle j ∈ N das Paar (

⊔
xi,

⊔
yi) ein Element von R ist.

Die Menge der Basistypen {Char , Int , Integer ,Float ,Double} wird mit B bezeichnet. Typ-
variablen, zumeist durch α oder αi mit i ∈ N repräsentiert, werden in der endlichen Menge V
zusammengefasst. Für die benutzerde�nerbaren Datentypen aus Anhang A werden zwei Rang-
alphabete de�niert: T K ist das Rangalphabet aller Typkonstruktoren, während mit DK das
Rangalphabet aller Datenkonstruktoren bezeichnet wird. Diese beiden Mengen können um neue
benutzerde�nierbare Datentypen erweitert werden, wobei T K stets disjunkt zu B und V sein
muss und DK kein Element aus V enthalten darf.

3.2 Typterme

Wie bereits in Abschnitt 2 erwähnt wurde, kann jedem Ausdruck in Haskell ein allgemeinster
Typ zugeordnet werden. In der folgenden De�nition wird nun die Struktur eines Typs festgelegt.

De�nition 1 (Typterme). Die Menge der Typterme T ist die kleinste MengeM, für die folgende

Bedingungen gelten:

• B ⊆M,

• für eine beliebige Typvariable α ∈ V gilt α ∈M,

• für jeden Typkonstruktor K ∈ T K mit rang(K) = n und für beliebige T1, . . . , Tn ∈M gilt

(K T1 . . . Tn) ∈M,

• für zwei beliebige T1, T2 ∈M gilt (T1 → T2) ∈M,
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• für eine beliebige Typvariable α ∈ V und für ein T ∈M gilt (∀α . T ) ∈M.

Die in der De�nition um Typtermen vorkommenden Klammern können zum Teil weggelassen
werden. Die folgenden Regeln sind dabei zu beachten:

• Da es zu jedem Typkonstruktor K ∈ T K vom Rang n auch n Argumenttypen geben muss,
können die Klammern hier also immer entfallen.

• Die Klammerung von Funktionstypen ist rechtsassoziativ, das heiÿt, für beliebige Typterme
T1, T2, T3 ∈ T gilt die folgende Gleichung T1 → T2 → T3 = (T1 → (T2 → T3)).

• Der Geltungsbereich von Quanti�zierungen reicht soweit wie möglich nach rechts. Zum
Beispiel gilt ∀α . α→ α = (∀α . (α→ α)).

Mit diesen Festlegungen sind zum Beispiel der Typ Int → Int der Funktion fac aus Abschnitt
2 oder der Typ ∀α β . (α→ β)→ [α]→ [β] der Funktion map aus Tabelle 1 auf Seite 4 gültige
Typterme.

Obwohl mit De�nition 1 die in Haskell auftauchenden und für diesen Beleg relevanten Typ-
terme in ihrer Mächtigkeit ausreichend beschrieben sind, ist diese De�nition jedoch für die fol-
genden Unterabschnitte zu allgemein. Denn sie erlaubt auch Typterme wie [α]→ Int , in denen
Typvariablen unquanti�ziert auftauchen. Um dies zu verhindern, wird eine Funktion fV de�-
niert, mit der dann die abgeschlossenen Typterme angegeben werden können.

Die Funktion fV : T → P(V) bestimmt zu jedem Typterm die Menge der in ihm vorkom-
menden freien Typvariablen und ist wie folgt rekursiv über T de�niert:

• für jedes B ∈ B ist fV (B) = ∅,

• für jede Typvariable α ∈ V gilt fV (α) = {α},

• für einen beliebigen Typkonstruktor K ∈ T K mit rang(K) = n und für beliebige Typterme

T1, . . . , Tn ∈ T ist fV (K T1 . . . Tn) =
n⋃

i=1
fV (Ti),

• für zwei beliebige Typterme T1, T2 ∈ T ist fV (T1 → T2) = fV (T1) ∪ fV (T2),

• für eine beliebige Typvariable α ∈ V und für ein T ∈ T gilt fV (∀α . T ) = fV (T ) \ {α}.

Sei T ∈ T ein Typterm. Sei auÿerdem n ∈ N und V = {α1, . . . , αn} ⊆ V eine Menge von paar-
weise verschiedenen Typvariablen. Dann bezeichnet a(T, V ) den Term (∀α1 . (. . . (∀αn . T ) . . .)).

De�nition 2 (abgeschlossene Typterme). Die Menge der abgeschlossenen Typterme Ta ist die

Menge { a(T, fV (T )) | T ∈ T }.

Mit Hilfe dieser Konstruktion kann jeder Typterm in einen abgeschlossenen Typterm umgewan-
delt werden, weshalb im folgenden meist nur noch abgeschlossene Typterme betrachtet werden.

Es ist übliche Praxis in vielen Verö�entlichungen, zum Beispiel in [1, 13, 25], eine naive
denotationelle Semantik von Haskell anzunehmen. Dann kann ein abgeschlossener Typterm T
auch als ein Bezeichner einer Menge 〈T 〉 gleichartiger Werte betrachtet werden. In diesem Sin-
ne steht 〈Bool〉 zum Beispiel für die Menge {⊥,True,False}. Über solchen Wertemengen, die
von abgeschlossenen Typtermen beschrieben werden, können auch Relationen de�niert wer-
den: Für zwei abgeschlossene Typterme T1, T2 ∈ Ta bezeichnet Rel(T1, T2) die Menge der
Relationen über den Wertemengen von T1 und T2. Die Menge aller derartigen Relationen ist
Rel =

⋃
{Rel(T1, T2) | T1, T2 ∈ Ta}. Auÿerdem ist für jeden abgeschlossenen Typterm T ∈ Ta

die Relation idT ∈ Rel(T, T ) mit idT = {(x, x) | x ∈ 〈T 〉} de�niert. Diese Relation kann auch
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als der Graph der mit T instanziierten Haskell-Funktion id aus Tabelle 1 auf Seite 4 betrachtet
werden.

Statt die gerade beschriebene naive denotianelle Semantik zu respektieren, wird bei der
Angabe des Typs einer Haskell-Funktion von der mathematisch korrekten Schreibweise abge-
wichen, um den Bezug zu Haskell deutlicher herauszustellen. Zum Beispiel wird für eine Funktion
f ∈ Rel(Int , Int) statt f : 〈Int〉 → 〈Int〉 die Haskell-Notation f :: Int → Int verwendet.

Die Instanziierung einer Typabstraktion eines abgeschlossenen Typterms, die bereits in Ab-
schnitt 2 kurz eingeführt wurde, ist wie folgt de�niert: Sei α ∈ V eine Typvariable und sei
T ∈ Ta ein abgeschlossener Typterm mit T = ∀α.T1, wobei T1 ∈ T ein Typterm mit maximal
einer freien Typvariable ist. Sei weiterhin T2 ∈ Ta ein weiterer abgeschlossener Typterm. Dann
bezeichnet T1[T2/α] das Resultat der Ersetzung jedes freien Vorkommens von α in T1 durch T2.
Für jedes Element x der Wertemenge 〈T 〉 ist xT2 die Instanz in 〈T1[T2/α]〉.

Zur Veranschaulichung dieser De�nition wird die Funktion length aus Tabelle 1 auf Seite 4
herangezogen: length ist ein Element der Menge 〈∀α . [α]→ Int〉, d.h. hier ist T = ∀α . [α]→ Int
und T1 = [α] → Int . Soll die Länge der Liste [True,False] bestimmt werden, dann muss T mit
T2 = Bool instanziiert werden. Die Instanz von length ist dann lengthBool und ist ein Element
von 〈[Bool ] → Int〉. Mit den Typen T ′ = ∀α.T ′

1 und T ′
1 = (∀α . α → Int) → α kann noch

ein Detail der De�nition gezeigt werden. Denn hier wird bei der Instanziierung T ′
1[Bool/α] nur

das letzte α durch Bool ersetzt, da es das einzige freie Vorkommen von α ist. Es gilt also:
T ′

1[Bool/α] = (∀α . α→ Int)→ Bool .

3.3 Einschränkungen benutzerde�nierbarer Datentypen

Da Typsynonyme, wie bereits in Abschnitt 2 erwähnt wurde, keine neuen Typen einführen,
werden sie der Einfachheit halber von nun an vollständig ersetzt. Die Funktion eS : Ta → Ta,
die jedes Vorkommen eines Typsynonyms durch seine rechte Seite ersetzt, wird dazu durch
strukturelle Induktion über den abgeschlossenen Typtermen de�niert:

• Für jedes B ∈ B ist eS (B) = B.

• Für eine beliebige Typvariable α ∈ V gilt eS (α) = α.

• Für jeden Typkonstruktor K ∈ T K mit rang(K) = n und für beliebige abgeschlossene
Typterme T1, . . . , Tn ∈ Ta gilt:

� Wenn K ein Typkonstruktor eines Typsynonyms ist, so dass für n paarweise ver-
schiedene Typvariablen α1, . . . , αn und für einen Typterm T ∈ T mit fV (T ) ⊆
{α1, . . . , αn} das Typsynonym K wie folgt in Haskell de�niert werden kann

type K α1 . . . αn = T

dann gilt eS (K T1 . . . Tn) = eS (T [T1/α1, . . . , Tn/αn]), wobei mit T [T1/α1, . . . , Tn/αn]
die Ersetzung jeder freien Variable αi in T durch Ti mit i ∈ {1, . . . , n} bezeichnet
wird.

� Wenn K nicht Typkonstruktor eines Typsynonyms ist, dann gilt eS (K T1 . . . Tn) =
K eS (T1) . . . eS (Tn).

• Für zwei abgeschlossene Typterme T1, T2 ∈ Ta ist eS (T1 → T2) = eS (T1)→ eS (T2).

• Für eine beliebige Typvariable α ∈ V und für einen abgeschlossenen Typterm T ∈ Ta gilt
eS (∀α . T ) = ∀α . eS (T ).
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Von nun an sollen keine Typkonstruktoren von Typsynonymen in dem Rangalphabet T K mehr
auftauchen, da für jeden abgeschlossenen Typterm T ∈ Ta mit eS (T ) ein äquivalenter abge-
schlossener Typterm existiert, der keine Typsynonyme enthält.

Ohne Typsynonyme sind Typterme noch immer zu mächtig für die nachfolgenden De�nitio-
nen, denn sie erlauben auch algebraische Datentypen, in deren rechten Seiten Funktionstypen
oder Typabstraktionen verwendet werden. Dies kann durch die später folgenden De�nitionen
nicht ausgedrückt werden, weshalb die algebraischen Datentypen an dieser Stelle eingeschränkt
werden.

Die Menge der eingeschränkten Typterme Te ist die gröÿte Untermenge von T , deren Ele-
mente keine Funktionstypen und keine Typabstraktionen enthalten. Zum Beispiel sind [Char ]
oder Either Int (α,Float) eingeschränkte Typterme, wohingegen Int → Int oder ∀α . [α]→ Int
keine eingeschränkten Typterme sind.

Sei D ∈ DK ein Datenkonstruktor mit rang(D) = n und seien T1, . . . , Tn ∈ Te eingeschränkte
Typterme. Dann wird D T1 . . . Tn als Datenvariante bezeichnet, und DV ist die Menge aller
Datenvarianten. Die Funktion fV ′ : DV → P(T ) bestimmt zu einer Datenvariante die Menge
der vorkommenden Typvariablen und ist wie folgt de�niert:

fV ′(D T1 . . . Tn) =
n⋃

i=1

fV (Ti)

wobei D ∈ DK ein Datenkonstruktor mit rang(D) = n ist und T1, . . . , Tn ∈ Te eingeschränkte
Typterme sind.

Mit Hilfe der eingeschränkten Typterme und der Datenvarianten kann nun die Menge der in
diesem Beleg zulässigen algebraischen Datentypen festgelegt werden. Sei dazu K ∈ T K ein Typ-
konstruktor mit rang(K) = n und sei V = {α1, . . . αn} ⊆ V eine Menge paarweise verschiedener
Typvariablen. Sei auÿerdem m ∈ N mit m > 0 und seien D1, . . . , Dm ∈ DV Datenvarianten mit
fV ′(Di) ⊆ V für alle i ∈ {1, . . . ,m}. Dann ist ein eingeschränkter algebraischer Datentyp ein
algebraischer Datentyp, der auf folgende Weise in Haskell de�niert werden kann:

data K α1 . . . αn = D1 | . . . | Dm

Von nun an soll das Rangalphabet T K nur noch aus Typkonstruktoren eingeschränkter alge-
braischer Datentypen bestehen. Auÿerdem soll das Rangalphabet DK ebenso nur aus Daten-
konstruktoren bestehen, die zu eingeschränkten algebraischen Datentypen gehören. In Anhang
A ist eine Liste der in Haskell vorde�nierten algebraischen Datentypen angegeben, die dieser
Beschränkung genügen.

3.4 Relationen aus Typtermen

Typterme werden üblicherweise als Bezeichner von Wertemengen angesehen, wie es bereits in
Abschnitt 3.2 gezeigt wurde. Um allerdings freie Theoreme zu erhalten, werden Typterme re-
lational betrachtet, das heiÿt, aus Typtermen werden Relationen aufgebaut. Im Rahmen dieser
Arbeit wird dazu für die fünf Basistypen die jeweilige Identitätsrelation benutzt, wohingegen
die eingeschränkten algebraischen Datentypen, der Funktionstyp und die Typabstraktion kom-
pliziertere Relationen verwenden, die im folgenden de�niert werden.

De�nition 3 (Relationen der eingeschränkten algebraischen Datentypen). Die beiden Familien

von Funktionen (liftK : Rel rang(K) → Rel)K∈T K und (liftpointed
K : Rel rang(K) → Rel)K∈T K sind

jeweils simultan über dem Rangalphabet der Typkonstruktoren de�niert: Sei K ∈ T K ein Typ-

konstruktor eines algebraischen Datentyps mit rang(K) = n. Sei auÿerdem m ∈ N mit m > 0
und seien D1, . . . , Dm ∈ DV Datenvarianten, so dass gilt
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data K α1 . . . αn = D1 | . . . | Dm

wobei α1, . . . , αn ∈ V paarweise verschiedene Typvariablen sind. Des weiteren sollen für alle i ∈
{1, . . . ,m} je ein Datenkonstruktor Di ∈ DK mit rang(Di) = di und eingeschränkte Typterme

Ei1, . . . , Eidi
∈ Te gegeben sein, so dass Di = Di Ei1 . . . Eidi

für die Datenvariante Di gilt. Seien

auÿerdem T1, . . . , Tn ∈ Ta und T ′
1, . . . , T

′
n ∈ Ta abgeschlossene Typterme sowie Rj ∈ Rel(Tj , T

′
j)

mit j ∈ {1, . . . , n} Relationen. Für Rel(K T1 . . . Tn,K T ′
1 . . . T ′

n) wird darüber hinaus kurz RelK
geschrieben.

Dann ist liftK(R1, . . . , Rn) die gröÿte Relation LK(R1, . . . , Rn) ∈ RelK , für die gilt:

LK(R1, . . . , Rn) =
m⋃

i=1

{(Di x1 . . . xdi
, Di y1 . . . ydi

) | (xj , yj) ∈ L̂Eij (R1, . . . , Rn)

für alle j ∈ {1, . . . , di}}

Auÿerdem ist liftpointed
K (R1, . . . , Rn) die gröÿte Relation Lp

K(R1, . . . , Rn) ∈ RelK mit:

Lp
K(R1, . . . , Rn) = {(⊥,⊥)} ∪

m⋃
i=1

{(Di x1 . . . xdi
, Di y1 . . . ydi

) | (xj , yj) ∈ L̂p
Eij

(R1, . . . , Rn)

für alle j ∈ {1, . . . , di}}

Dabei sind für jedes i ∈ {1, . . . ,m} und für jedes j ∈ {1, . . . , di} die Relationen L̂Eij (R1, . . . , Rn)
und L̂p

Eij
(R1, . . . , Rn) rekursiv über der Struktur der eingeschränkten Typterme de�niert:

• Falls Eij = αl mit l ∈ {1, . . . , n} ist, dann gilt sowohl L̂Eij (R1, . . . , Rn) = Rl als auch

L̂p
Eij

(R1, . . . , Rn) = Rl.

• Für Eij = B mit B ∈ B ist L̂Eij (R1, . . . , Rn) = idB und L̂p
Eij

(R1, . . . , Rn) = idB.

• Wenn Eij ein Typkonstruktor K ′ ∈ T K, rang(K ′) = l mit eingeschränkten Typtermen

E1, . . . , El ∈ Te als Argumenten ist, dann gilt:

L̂Eij (R1, . . . , Rn) = LK′(L̂E1(R1, . . . , Rn), . . . , L̂El
(R1, . . . , Rn))

L̂p
Eij

(R1, . . . , Rn) = Lp
K′(L̂p

E1
(R1, . . . , Rn), . . . , L̂p

El
(R1, . . . , Rn))

Im folgenden soll an mehreren Beispielen die Bedeutung dieser De�nition beleuchtet werden.
Dazu werden unter anderem auch algebraische Datentypen aus Anhang A verwendet.

Als erstes wird der algebraische Datentyp

data Maybe α = Nothing | Just α

betrachtet. Seien dazu T, T ′ ∈ Ta abgeschlossene Typterme und sei R ∈ Rel(T, T ′) eine Relation
über T und T ′. Dann ist liftMaybe(R) die folgende Relation in Rel(Maybe T,Maybe T ′):

liftMaybe(R) = {(Nothing ,Nothing)} ∪ {(Just x, Just y) | (x, y) ∈ R}

Das bedeutet, dass zwei Maybe-Typterme in Relation stehen, wenn jeweils gleiche Datenvarian-
ten in einem Paar vereint sind, wobei der durch α beschriebene variable Anteil des Typs durch
R beschränkt wird. Zum Vergleich sei an dieser Stelle noch die Relation liftpointed

Maybe (R) angegeben:

liftpointed
Maybe (R) = {(⊥,⊥), (Nothing ,Nothing)} ∪ {(Just x, Just y) | (x, y) ∈ R}

Als weiteres Beispiel eines algebraischen Datentyps soll der häu�g verwendete Listentyp dienen:

Automatische Erzeugung freier Theoreme - Sascha Böhme 11



data [α] = [] | α : [α]

Da häu�g unendliche oder partielle Listen auftauchen und in diesem Zusammenhang ⊥ eine Rolle
spielt, soll an dieser Stelle nur die liftpointed

[] -Relation betrachtet werden: Für zwei abgeschlossene

Typterme T, T ′ ∈ Ta und eine Relation R ∈ Rel(T, T ′) ist liftpointed
[] (R) ∈ Rel([T ], [T ′]) per

De�nition gegeben durch:

liftpointed
[] (R) = {(⊥,⊥), ([], [])}

∪ {(x : xs, y : ys) | (x, y) ∈ R ∧ (xs, ys) ∈ liftpointed
[] (R)}

Zwei Listen stehen also in Relation, wenn sie in Beziehung stehende Elemente an korrespon-
dierenden Stellen besitzen. Auÿerdem müssen sie die gleiche Länge haben, wenn sie endliche
oder partielle Listen sind, oder beide unendlich sein. Unendliche Listen können nur deshalb in
Relation stehen, weil in der De�nition die gröÿte Relation liftpointed

[] (R) gefordert wurde.
Für Listen ganzer Zahlen, also für den Typ [Int ], gilt dann zum Beispiel:

liftpointed
[] (id Int) = {(⊥,⊥), ([], [])}

∪ {(x : xs, y : ys) | (x, y) ∈ id Int ∧ (xs, ys) ∈ liftpointed
[] (id Int)}

Das heiÿt, diese Relation enthält zum Beispiel das Paar endlicher Listen (1 : 2 : [], 1 : 2 : []) und
das Paar partieller Listen (3 : ⊥, 3 : ⊥). Mit einer Haskell-Funktion ones, die eine unendliche
Wiederholung der Zahl 1 erzeugt, ist auch das Paar unendlicher Listen (ones, 1 : ones) in der
bereits gezeigten Relation. Dabei kann die Funktion ones wie folgt de�niert werden:

ones :: [Int ]

ones = 1 : ones

Die Beispiele legen nahe, dass liftpointed
[] (id Int) nur identische Listen beschreibt. Ohne einen

Beweis anzugeben, soll an dieser Stelle erwähnt werden, dass diese Relation auch kurz als id [Int ]

geschrieben werden kann.
Neben den beiden üblichen algebraischen Datentypen, die bisher an Beispielen gezeigt wur-

den, kann auch für den folgenden algebraischen Datentyp Baum eine Relation angegeben werden:

data Baum α = Blatt α
| Knoten (Int , α) [Baum α]

Sei dazu für zwei abgeschlossene Typterme T, T ′ ∈ Ta eine Relation R ∈ Rel(T, T ′) gegeben.
Dann ist liftBaum(R) ∈ Rel(Baum T,Baum T ′) die Relation:

liftBaum(R) = {(Blatt x,Blatt y) | (x, y) ∈ R}
∪ {(Knoten x1 x2,Knoten y1 y2) | (x1, y1) ∈ lift (,)(id Int , R) ∧

(x2, y2) ∈ lift [](liftBaum(R))}

wobei für vier abgeschlossene Typterme T1, T2, T
′
1, T

′
2 ∈ Ta sowie zwei entsprechende Relationen

R1 ∈ Rel(T1, T
′
1) und R2 ∈ Rel(T2, T

′
2) die Relation des 2-Tupels als

lift (,)(R1, R2) = {((x1, x2), (y1, y2)) | (x1, y1) ∈ R1 ∧ (x2, y2) ∈ R2}

aus De�nition 3 abgeleitet werden kann, mit lift (,)(R1, R2) ∈ Rel((T1, T2), (T ′
1, T

′
2)).
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De�nition 4 (Relation des Funktionstyps). Seien T1, T2, T
′
1, T

′
2 ∈ Ta abgeschlossene Typterme.

Seien auÿerdem R ∈ Rel(T1, T2) und R′ ∈ Rel(T ′
1, T

′
2) zwei Relationen. Die Relation des Funk-

tionstyps liegt in Rel(T1 → T ′
1, T2 → T ′

2) und ist wie folgt de�niert:

R→ R′ = {(f, g) | ∀(x, y) ∈ R . (f x, g y) ∈ R′}

Das heiÿt, zwei Funktionen f und g stehen miteinander in Relation, wenn sie in Beziehung
stehende Argumente x und y auf in Beziehung stehende Resultate (f x) und (g y) abbilden.

Das folgende Beispiel soll diese Konstruktion illustrieren: Seien R ∈ Rel(Int ,Bool) und
R′ ∈ Rel(Int , Int) zwei Relationen mit R = {(0,False), (1,True)} und R′ = {(0, 0), (1, 0), (2, 0)}.
Auÿerdem sollen die beiden folgenden Funktionen betrachtet werden:

inc :: Int → Int zero :: Bool → Int

inc i = i + 1 zero b = 0

Nun gilt (inc 0, zero False) = (1, 0) und (inc 1, zero True) = (2, 0). Also ergibt die Anwendung
von inc auf die erste Komponente und zero auf die zweite Komponente eines jeden Paares aus
R ein Paar in R′. Nach De�nition 4 ist demnach das Paar (inc, zero) ein Element der Relation
R→ R′.

Typabstraktionen wie ∀α.T , wobei T ∈ T ein Typterm mit maximal einer freien Variable α
ist, können ebenso relational ausgedrückt werden:

De�nition 5 (Relation der Typabstraktion). Seien T1, T2 ∈ T zwei Typterme, die maximal eine

freie Variable α enthalten. Sei auÿerdem F eine Funktion, die alle abgeschlossenen Typterme

T ′
1, T

′
2 ∈ Ta und jede Relation R ∈ Rel(T ′

1, T
′
2) auf eine Relation F (R) ∈ Rel(T1[T ′

1/α], T2[T ′
2/α])

abbildet. Dann liegt die Relation einer Typabstraktion in Rel(∀α.T1,∀α.T2) und ist auf folgende

Weise de�niert:

∀R ∈ Rel . F (R) = {(x, y) | ∀T ′
1, T

′
2 ∈ Ta, R ∈ Rel(T ′

1, T
′
2) . (xT ′

1
, yT ′

2
) ∈ F (R)}

Auÿerdem liegt die eingeschränkte Relation einer Typabstraktion ebenso in Rel(∀α.T1,∀α.T2)
und ist wie folgt de�niert:

∀fixR ∈ Rel . F (R) = {(x, y) | ∀T ′
1, T

′
2 ∈ Ta, R ∈ Rel(T ′

1, T
′
2), R strikt und stetig .

(xT ′
1
, yT ′

2
) ∈ F (R)}

Das heiÿt, zwei polymorphe Werte x und y stehen zueinander in Relation, wenn für alle bezie-
hungsweise für alle strikten, stetigen Relationen R ∈ Rel(T ′

1, T
′
2) die Instanzen xT ′

1
und yT ′

2
die

Funktion F respektieren.
Zur Veranschaulichung soll das folgende Beispiel dienen, bei dem nur der uneingeschränkte

Fall betrachtet wird. Gegeben seien zwei Funktionen const0 und const1 :

const0 :: ∀α . α→ Int const1 :: ∀α . α→ Int
const0 x = 0 const1 x = 1

Dann sind T1 = α→ Int und T2 = α→ Int zwei Typterme mit maximal einer freien Typvariable
α. Auÿerdem sei die Funktion F gegeben, die jede über zwei abgeschlossenen Typtermen T ′

1 und
T ′

2 de�nierte Relation R auf eine Relation F (R) ∈ Rel(T ′
1 → Int , T ′

2 → Int) mit

F (R) = {(f0, g1) | ∀(x, y) ∈ R . (f0 x, g1 y) = (0, 1)}

abbildet. Seien zum Beispiel T ′
1 = Char , T ′

2 = Int und R ∈ Rel(Char , Int) eine beliebige
Relation, die Zeichen und ganze Zahlen in Relation setzt. Für jedes Paar (c, i) ∈ R gilt dann
(const0Char c) = 0 und (const1Int i) = 1, das heiÿt also (const0Char , const1Int) ∈ F (R).

Automatische Erzeugung freier Theoreme - Sascha Böhme 13



Bei dem Beispiel fällt die folgende Beobachtung auf: Weder das Argument zu const0 noch
das Argument zu const1 hat einen Ein�uss auf das Resultat der jeweiligen Funktion. Noch
viel bedeutender aber ist, dass sogar der Typ des jeweiligen Arguments keinen Ein�uss auf das
Ergebnis nimmt, dass also jede der beiden Funktionen für alle Typinstanziierungen immer das
gleiche Resultat liefert. Es kann daher geschlussfolgert werden, dass das Paar (const0 , const1 )
Element der Relation (∀R ∈ Rel . F (R)) ist.

3.5 Freie Theoreme

In diesem Abschnitt wird eine eingeschränkte Teilsprache von Haskell betrachtet, in der keine
unbeschränkte Rekursion, zum Beispiel durch fix aus Tabelle 1 auf Seite 4, zur Verfügung steht.
Auÿerdem soll auch ⊥ nie auftauchen, das heiÿt, alle Berechnungen sind endlich und vollständig
de�niert. Die Erweiterungen, die bei Verwendung dieser Sprachmöglichkeiten nötig sind, werden
im nächsten Abschnitt aufgezeigt.

Mit De�nition 3 auf Seite 10 sowie mit De�nition 4 und De�nition 5 kann mittels struk-
tureller Induktion eine Relation über einem beliebigen, nicht notwendigerweise abgeschlossenen
Typterm angegeben werden. Dazu müssen die während der Instanziierung von Typabstraktionen
erstellten Bindungen von Typvariablen an Relationen bis zu den Vorkommen der Typvariablen
bereitgehalten werden. Dies geschieht über Umgebungen, wobei die leere Umgebung mit ∅ und
die Aktualisierung einer Umgebung U für die Typvariable α um die Relation R mit U [R/α]
bezeichnet werden.

De�nition 6 (∆-Relation). Sei T ∈ T ein Typterm und sei V = fV (T ) die Menge der frei-

en Variablen in T . Sei auÿerdem U eine Umgebung, die für jede freie Variable α ∈ V eine

Relation U(α) ∈ Rel(Tα,1, Tα,2) enthält, wobei Tα,1, Tα,2 ∈ Ta abgeschlossene Typterme be-

zeichnen. Die durch Ersetzen von allen freien Variablen α durch Tα,1 bzw. Tα,2 aus T erhal-

tenen abgeschlossenen Typterme sollen mit T̂1 bzw. T̂2 bezeichnet werden. Dann ist die Relation

∆(T,U) ∈ Rel(T̂1, T̂2) induktiv wie folgt de�niert:

∀B ∈ B : ∆(B,U) = idB

∀α ∈ V : ∆(α, U) = U(α)

∀K ∈ T K, rang(K) = n,
∀T1, . . . , Tn ∈ T : ∆(K T1 . . . Tn, U) = liftK(∆(T1, U), . . . ,∆(Tn, U))

∀T, T ′ ∈ T : ∆(T → T ′, U) = ∆(T,U)→ ∆(T ′, U)

∀α ∈ V, ∀T ∈ T : ∆(∀α.T, U) = ∀R ∈ Rel . ∆(T,U [R/α])

Aus De�nition 6 kann nun folgende Beobachtung gewonnen werden: Betrachtet man einen abge-
schlossenen Typterm T ∈ Ta, so ist dessen Umgebung leer, das heiÿt also, dass man eine Relation
∆(T, ∅) ∈ Rel(T, T ) erhält. Darauf aufbauend sagt der Parametriesatz [13, 26] dann: Für jeden
abgeschlossenen Typterm T und jeden Term t, der keine freien Variablen enthält und vom Typ
T ist, gilt die folgende Fundamentaleigenschaft:

(t, t) ∈ ∆(T, ∅)

Aus dieser Fundamentaleigenschaft lassen sich unter Verwendung von De�nition 6 und weite-
ren Umformungen die freien Theoreme gewinnen. Speziell für Haskell-Funktionen, die Terme
ohne freie Variablen darstellen, wird diese Eigenschaft und daraus abgeleiteten Theoreme häu�g
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betrachtet. Für die Haskell-Funktion id aus Tabelle 1 auf Seite 4 soll das beispielhaft gezeigt
werden. Es gilt zunächst die folgende Fundamentaleigenschaft:

(id , id) ∈ ∆(∀α . α→ α, ∅)

Mit der De�nition 6, der De�nition 5 auf Seite 13 und der De�nition 4 auf Seite 13 kann dies
umgeformt werden zu:

(id , id) ∈ ∆(∀α . α→ α, ∅)
⇔ (id , id) ∈ (∀R ∈ Rel . ∆(α→ α, [R/α])) (Def. 6)

⇔ (id , id) ∈ (∀R ∈ Rel . ∆(α, [R/α])→ ∆(α, [R/α])) (Def. 6)

⇔ (id , id) ∈ (∀R ∈ Rel . R→ R) (Def. 6)

⇔ ∀T1, T2 ∈ Ta . ∀R ∈ Rel(T1, T2) . (idT1 , idT2) ∈ (R→ R) (Def. 5)

⇔ ∀T1, T2 ∈ Ta . ∀R ∈ Rel(T1, T2) . ∀(x, y) ∈ R . (idT1 x, idT2 y) ∈ R (Def. 4)

Nun können keine der bisher vorgestellten Werkzeugen mehr angewendet werden. Trotzdem
lässt sich die letzte Aussage im Hinblick auf seine Bedeutung in Haskell vereinfachen, wobei
sie gleichzeitig abgeschwächt wird. Zuerst soll dazu für zwei feste, abgeschlossene Typterme
T1, T2 ∈ Ta eine Haskell-Funktion h :: T1 → T2 mit h ∈ Rel(T1, T2) betrachtet werden. Wird R
auf die Funktion h spezialisiert und wird die übliche mathematische Schreibweise für Funktionen
angewendet, erhält man bei Weglassen einiger Quanti�zierungen:

∀x ∈ 〈T1〉 .∀y ∈ 〈T2〉 . (h x = y) ⇒ (h (idT1 x) = idT2 y)

Ein weiterer vereinfachender Schritt ist das Ersetzen der Variable y auf der rechten Seite durch
die Voraussetzung der Implikation. Dadurch entsteht die folgende Aussage:

∀x ∈ 〈T1〉 . h (idT1 x) = idT2 (h x)

Diese letzte Aussage ist gleichwertig zu einem in [26] erwähnten freien Theorem, in dem allerdings
auch noch die Variable x weggelassen wurde.

3.6 Unbeschränkte Rekursion

In funktionalen Sprachen wie Haskell ist Rekursion eines der wichtigsten Konzepte. Rekursion ist
zumeist implizit in der Sprache enthalten, kann aber auch explizit über eine Fixpunktkombinator
genannte Funktion wie zum Beispiel fix angegeben werden, so wie dies bereits in Abschnitt 2
gezeigt wurde.

Da bei Benutzung eines Fixpunktkombinators alle auftauchenden Relationen strikt und stetig
sein müssen, ist die Aussagekraft der freien Theoreme eingeschränkter. Um dies im bisherigen
Rahmen darzustellen, werden Theoreme dann von folgender Fundamentaleigenschaft abgeleitet:

(t, t) ∈ ∆fix (T, ∅)

De�nition 7 (∆fix -Relation). Für einen Typterm T ∈ T und eine Umgebung U ist ∆fix (T,U)
analog zu ∆(T,U) de�niert:
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∀B ∈ B : ∆fix (B,U) = idB

∀α ∈ V : ∆fix (α, U) = U(α)

∀K ∈ T K,
rang(K) = n,

∀T1, . . . , Tn ∈ T : ∆fix (K T1 . . . Tn, U) = liftpointed
K (∆fix (T1, U), . . . ,∆fix (Tn, U))

∀T, T ′ ∈ T : ∆fix (T → T ′, U) = ∆fix (T,U)→ ∆fix (T ′, U)

∀α ∈ V, ∀T ∈ T : ∆fix (∀α.T, U) = ∀fixR ∈ Rel .∆fix (T,U [R/α])

Ein Beispiel eines freien Theorems, bei dem die unbeschränkte Rekursion Ein�uss hat, bietet das
in Abschnitt 1 bereits betrachtete Theorem, das aus dem Typ ∀α . [α] → [α] gewonnen wurde.
Nun soll ausführlich gezeigt werden, wie für einen abgeschlossenen Term f diesen Typs das freie
Theorem gefunden wurde. Mit De�nition 7 kann die Fundamentaleigenschaft expandiert werden:

(f, f) ∈ ∆fix (∀α . [α]→ [α], ∅)

⇔ (f, f) ∈ (∀fixR ∈ Rel . liftpointed
[] (R)→ liftpointed

[] (R))

Unter Zuhilfenahme der De�nition 4 auf Seite 13 und der De�nition 5 auf Seite 13 kann daraus
die folgende äquivalente Aussage gewonnen werden:

∀T1, T2 ∈ Ta . ∀R ∈ Rel(T1, T2), R strikt und stetig .

∀(x, y) ∈ liftpointed
[] (R) . (fT1 x, fT2 y) ∈ liftpointed

[] (R)

Wie bereits im Beispiel in Abschnitt 3.5 gezeigt, kann die Relation R für abgeschlossene Typ-
terme T1, T2 ∈ Ta durch eine nun strikte Haskell-Funktion h :: T1 → T2 ersetzt werden. Von
der Funktion h muss keine Stetigkeit gefordert werden, weil jede Haskell-Funktion stetig ist. Es
entsteht die folgende, schwächere Aussage, bei der einige Quanti�zierungen weggelassen wurden:

∀x ∈ 〈T1〉 . ∀y ∈ 〈T2〉 . ((x, y) ∈ liftpointed
[] (h)) ⇒ ((fT1 x, fT2 y) ∈ liftpointed

[] (h))

Die Relation liftpointed
[] (h) kann als Funktion (map h) interpretiert werden, für die die De�nition

der Funktion map in Tabelle 1 auf Seite 4 zu �nden ist. Streng genommen müsste map hier
mit T1 und T2 instanziiert werden. Zur besseren Übersichtlichkeit wird dies jedoch weggelassen.
Daher folgt unter Verwendung der üblichen mathematischen Notation:

∀x ∈ 〈T1〉 . ∀y ∈ 〈T2〉 . (map h x = y) ⇒ (map h (fT1 x) = fT2 y)

Zum Abschluss kann noch die Variable y auf der rechten Seite ersetzt werden, wodurch unter
Beachtung der bisherigen Quanti�zierungen das folgende freie Theorem entsteht:

∀x ∈ 〈T1〉 . map h (fT1 x) = fT2 (map h x)

Ein weiteres Beispiel, das aus [26] entlehnt ist, soll zeigen, warum die Forderungen nach Strikt-
heit und Stetigkeit unerlässlich sind. Dazu soll die Funktion fix aus Tabelle 1 auf Seite 4 mit
dem Typ ∀α . (α → α) → α betrachtet werden. Genau wie im vorherigen Beispiel kann die
Fundamentaleigenschaft unter Verwendung der De�nition 7 sowie der De�nition 5 auf Seite 13
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und der De�nition 4 auf Seite 13 sukzessiv expandiert werden:

(fix ,fix ) ∈ ∆fix (∀α . (α→ α)→ α, ∅)
⇔ (fix ,fix ) ∈ (∀fixR ∈ Rel . (R→ R)→ R)
⇔ ∀T1, T2 ∈ Ta . ∀R ∈ Rel(T1, T2), R strikt und stetig .

∀f :: T1 → T1 . ∀g :: T2 → T2 .

(∀(x, y) ∈ R . (f x, g y) ∈ R) ⇒ (fixT1
f,fixT2

g) ∈ R

Für die letzte Aussage soll gezeigt werden, dass die Striktheitsforderung nicht weggelassen werden
darf. Seien dazu nun T1 = T2 = Int und sei R = {(x, 1) | x ∈ {⊥, 0, 1}}. Die Relation R ist stetig,
aber nicht strikt. Seien weiterhin für alle x ∈ 〈Int〉 die Funktionen f und g wie folgt festgelegt:
f x = 0 und g x = x. Dann gilt für alle (x, y) ∈ R die Bedingung (f x, g y) = (0, 1) ∈ R, womit
die Voraussetzung der Implikation erfüllt ist. Der Schluss der Implikation gilt allerdings nicht,
denn (fixT1

f,fixT2
g) = (0,⊥) /∈ R.

Die Stetigkeitsforderung darf ebenso nicht weggelassen werden, wie das folgende Beispiel
zeigt: Seien T1 = [Int ], T2 = Bool und R = {(x,⊥) | istNichtUnendlich(x)}, wobei das Prädikat
istNichtUnendlich(x) wahr wird, wenn die Liste x endlich oder partiell ist. Dann ist R strikt,
aber nicht stetig. Seien auÿerdem für alle x ∈ 〈[Int ]〉 und für alle y ∈ 〈Bool〉 die Funktionen f
und g durch f x = 1 : x und g y = y de�niert. Dadurch wird die Voraussetzung der Implikation
erfüllt, denn für alle (x, y) ∈ R gilt (f x, g y) = (1 : x, y) ∈ R. Allerdings ist (fixT1

f) eine
unendliche Liste, und daher ist (fixT1

f,fixT2
g) kein Element von R.

4 Entwurf

4.1 Geforderte Eigenschaften der Anwendung

Der im vorherigen Abschnitt unter Zuhilfenahme der ∆-Relationen beschriebene Algorithmus
soll für Haskell98 mit der Erweiterung um höherrangige Funktionen und selbst in Haskell98
implementiert werden. Die Kernkomponenten sind dabei:

• Datentypen zur Repräsentation von Haskell-Typen, die möglichst alle vorde�nierten Da-
tentypen aus den Standardbibliotheken von Haskell98 [20], mit Ausnahme von Typklassen
und Typumbenennungen, unterstützen.

• Datentypen zur Repräsentation freier Theoreme und von Relationen.

• Funktionen zur Generierung der Fundamentaleigenschaft zu einem Haskell-Typ entspre-
chend einer der ∆-Relationen aus Abschnitt 3. Die Generierung eines Theorems zu einem
Typterm ist daher von einem Parameter abhängig, der die angenommene Teilsprache von
Haskell beschreibt. Als Teilsprachen werden dabei folgende Modelle festgelegt:

Basis-Modell: Es gibt keine unbeschränkte Rekursion und kein ⊥. In diesem Modell wird
die ∆-Relation aus De�nition 6 auf Seite 14 angewendet.

fix -Modell: Allgemeine Rekursion und ⊥ sind erlaubt. Dies entspricht dem Umfang der
∆fix -Relation aus De�nition 7 auf Seite 15.

Allerdings ist in beiden Modellen kein Vorkommen von seq zugelassen. Die Funktion seq
ist in Tabelle 1 auf Seite 4 aufgeführt.

• Funktionen zur Nachbearbeitung eines erzeugten Theorems, das heiÿt, zumindest können
Relationen auf Graphen von Funktionen spezialisiert werden. Weitere Umformungen von
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Theoremen, entsprechend den Beispielen in den Abschnitten 3.5 und 3.6, können ebenso
umgesetzt werden.

Besonders soll auf spätere Erweiterbarkeit, zum Beispiel um weitere Typkonstrukte wie Typum-
benennungen oder um weitere Modelle, die auch seq zulassen, geachtet werden.

Auÿerdem sollen Typen textuell eingegeben sowie freie Theoreme und darin vorkommende
Relationen textuell ausgegeben werden können. Optional können auch weitere Möglichkeiten
der Ein- und Ausgabe zur Verfügung stehen, zum Beispiel durch Integration in einen Haskell-
Interpreter, Einlesen von durch GHC erstellten Haskell-Interface-Dateien, Ausgabe von erzeug-
ten Theoremen in LATEX-Code sowie Ausgabe von geeignetem Code für einen Theorembeweiser.

Abbildung 1 gibt eine graphische Zusammenfassung der Komponenten mit ihren Verbindun-
gen untereinander. Dabei sind optionale Ein- und Ausgabemöglichkeiten, die in den folgenden
Unterabschnitten nicht mehr explizit betrachtet werden, grau angegeben.

Text Text

Interface-Datei LATEX

Theorem-
beweiser

Typterm

Teilsprache

Theorem

Relationen

Eingabe
automatische
Erzeugung

Bearbeiten

Ausgabe

Abbildung 1: Übersicht über die zu erstellenden Komponenten des Programms und deren
Zusammenwirken. Abgerundete Kästen stellen Datentypen dar, während Bezeichner ohne
Umrandung für Aufgaben stehen. Eckige Kästen stellen Objekte auÿerhalb der Anwendung
dar.

4.2 Festlegungen zur Anwendung

Die Anwendung wird in zwei Schichten geteilt: Die Funktionen und Datentypen aus Abbildung 1
werden in einer Bibliothek namens FreeTheorems gekapselt, während die Benutzerober�äche,
die die Interaktion mit den Funktionen dieser Bibliothek ermöglicht, in der Anwendung FTshell
implementiert wird. Diese Trennung in zwei separate Schichten erlaubt eine Wiederverwendung
der Algorithmen zur automatischen Theoremerzeugung in anderen Anwendungen, zum Beispiel
durch die Integration in einen Haskell-Interpreter. Auÿerdem ermöglicht dieses Vorgehen, nach
Festlegung einer gemeinsamen Schnittstelle zwischen den Schichten, einen getrennten Entwurf
und eine getrennte Implementation.

Bevor der weitere Entwurf dokumentiert wird, sollen zunächst allgemeine Festlegungen er-
folgen:

• Funktionen, Datentypen, Kommentare und Hilfen der Anwendung werden in Englisch er-
stellt. Auÿerdem wird Haddock [6], das in Anhang B.1 näher beschrieben wird, verwendet,
um automatisch eine leicht lesbare Dokumentation aus dem Quelltext zu generieren.

• Zum schnellen Au�nden von Fehlern sollen die Testbibliotheken HUnit und QuickCheck
zum Einsatz kommen. Beide werden in Anhang B ausführlicher beschrieben.
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• Sowohl die Anwendung FTshell als auch die Bibliothek FreeTheorems wird unter der
BSD3-Lizenz entwickelt, der viele Haskell-Programme und -Bibliotheken und selbst der
GHC unterliegen. Der Wortlaut der Lizenz kann in Anhang C nachgelesen werden. Die
BSD3-Lizenz ist kompatibel zur GPL [5], unter der die Readline-Bibliothek [24] lizenziert
ist. Das erlaubt der Anwendung, die Readline-Bibliothek zu benutzen. Auÿerdem dür-
fen damit die Anwendung und die Readline-Bibliothek gemeinsam zur Verfügung gestellt
werden.

Für die Ausgabe der erzeugten Theoreme und Relationen sollen zunächst keine genauen Festle-
gungen gemacht werden, auÿer dass sie sich soweit wie möglich an den Beispielen und De�nitio-
nen in Abschnitt 3 orientieren soll und in der reinen Textform dennoch lesbar und verständlich
bleiben muss.

Typterme sollen im Haskell-üblichen Format eingegeben werden, um ein leichtes Verständnis
für Benutzer der Anwendung, eine gute Integrierbarkeit in bestehende Umgebungen und die
geforderte Erweiterbarkeit um weitere Typkonstrukte zu erreichen. Entsprechend der De�nition 1
auf Seite 7 legen die folgenden EBNF-Regeln das Format der Typterme fest, wobei zur besseren
Unterscheidung EBNF-Steuerzeichen mit einem Hut gekennzeichnet sind und Terminalzeichen
Schreibmaschinenschrift benutzen:

BenannterTyp ::= Name :: Typterm
Typterm ::= EinfacherTypterm

|̂ EinfacherTypterm -> Typterm

|̂ forall Typvariable {̂Typvariable}̂ . Typterm

EinfacherTypterm ::= Char |̂ Int |̂ Integer |̂ Float |̂ Double

|̂ Typvariable

|̂ Typkonstruktor {̂EinfacherTypterm }̂

|̂ [ Typterm ]

|̂ ()

|̂ ( Typterm , Typterm) |̂ . . . |̂ ( Typterm , . . . , Typterm )

|̂ ( Typterm )

Zusätzlich zu diesen EBNF-Regeln gelten die folgenden Beschränkungen:

• Die mit Name und Typvariable bezeichneten Elemente in den EBNF-Regeln beginnen
mit einem Kleinbuchstaben oder dem Zeichen _ und dürfen danach aus einer beliebigen
Anzahl an Buchstaben, Zi�ern und den Zeichen _ und ' bestehen. Dabei ist ein einzelner
Unterstrich als Name oder Typvariable nicht erlaubt.

• Ein Typkonstruktor beginnt immer mit einem Groÿbuchstaben und darf danach beliebig
aus Buchstaben, Zi�ern und den Zeichen _ und ' zusammengesetzt sein. Die gültigen
Typkonstruktoren sind in Anhang A festgelegt.

• Die Anzahl der Typterme, die einem Typkonstruktor folgen, ist identisch zu dem Rang
des Typkonstruktors.

• Tupel existieren bis zu einer Stelligkeit von 15.
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Obwohl Listen und Tupel in Abschnitt 3 genauso wie andere benutzerde�nierbare Datentypen
behandelt wurden, erscheinen sie in der obigen Liste separat, da sie einer etwas anderen Syntax
folgen.

Nach der Haskell-Sprachde�nition dürfen Bezeichner wie Typkonstruktor , Typvariable oder
Name auch aus anderen Unicode-Zeichen bestehen. Da allerdings die Standardtypen und Stan-
dardfunktionen von Haskell davon keinen Gebrauch machen, wird diese Möglichkeit ausgeschlos-
sen, um die Anwendung zu vereinfachen. Eine Erweiterung ist allerdings später jederzeit möglich.

4.3 Bibliothek

In diesem Abschnitt soll der Rahmen der Bibliothek FreeTheorems festgelegt werden, der
dann in der Implementierungsphase ausgefüllt wird. Dieser Rahmen ist zugleich die in Abschnitt
4.2 geforderte Schnittstelle, die dann von der FTshell benutzt wird. Es werden zunächst jene
Datentypen, die eine übergeordnete Bedeutung für die Bibliothek besitzen, festgelegt, wonach
im Anschluss dann die wichtigsten Funktionen der Bibliothek aufgeführt werden. Der gesamte
Abschnitt ist entsprechend der Abbildung 1 angelegt, d.h. die vorgestellten Datentypen und die
Funktionen folgen in ihrer Reihenfolge grob den Pfeilen der Abbildung.

Die wichtigsten Datentypen der FreeTheorems-Bibliothek sind die folgenden:

NamedType beschreibt benannte Typterme, also Paare über den beiden Datentypen Name und
Type. Damit die Funktionen aus Abschnitt 3 direkt implementiert werden können und
um auÿerdem leicht weitere Typkonstrukte einzubinden, sollte sich Type an der rekursiven
De�nition 1 der Typterme anlehnen.

Language fasst alle Informationen der zugelassenen Teilsprache von Haskell zusammen. Dazu
gehört LanguageModel , das das zugelassene Modell, also entweder das Basis-Modell oder
das fix -Modell aus Abschnitt 4.1, angibt. Des weiteren sollen alle gültigen algebraischen
Datentypen in DataDeclaration und alle gültigen Typsynonyme in TypeDeclaration zur
Verfügung stehen. Anhang A listet die Deklarationen aller gültigen Typen auf.

Relation beschreibt die in Theoremen auftretenden Relationen, also die Identitätsrelation, die
Relationsvariablen und die Relationen aus Abschnitt 3.4, die in den De�nitionen 3, 4 und
5 festgelegt wurden. Dadurch ergibt sich eine baumartige Struktur dieses Datentyps.

Theorem stellt die erzeugten freien Theoreme dar. Ihre Struktur ist scheinbar deutlich freier als
die der vorangegangenen Datentypen, kann aber dennoch baumartig mit wenigen Knoten-
und Blätterarten beschrieben werden.
Grundlage dazu ist die Entstehungsweise von Theoremen: Sie werden durch Anwendung
von De�nition 4 auf Seite 13 und De�nition 5 auf Seite 13 aus Relationen erzeugt, kön-
nen aber später auch durch Instanziierungen von allquanti�zierten Relationsvariablen auf
Funktionen modi�ziert werden. Dadurch und auch durch die Beispiele in den Abschnitten
3.5 und 3.6 folgen die Anforderungen an den Theorem-Datentyp: Paare von Termen müs-
sen als Elemente von Relationen beschrieben werden können. Dies sind die Blätter eines
Theorem-Baumes, während die Knoten die Quanti�zierungen von Relationsvariablen, Typ-
termvariablen und Termvariablen repräsentieren. Zusätzlich sollte die Implikation zweier
logischer Formeln vorgesehen werden.
Für den Fall, dass Theoreme auch andere Möglichkeiten bieten sollen, können leicht weitere
Blatt- oder Knotenvarianten hinzugefügt werden.

UnfoldedRelation beschreibt Relationen ähnlich zur Mengenschreibweise, wie sie in De�nition 3
auf Seite 10, De�nition 4 auf Seite 13 und De�nition 5 auf Seite 13 verwendet wird.
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Diese Schreibweise wird auch als aufgefaltete Schreibweise bezeichnet, im Gegensatz zur
unaufgefalteten Darstellung durch den Typ Relation.

ShowFormat gibt das zu verwendende Ausgabeformat an. Dabei steht für jede Ausgabemöglich-
keit jeweils eine eigene Variante in ShowFormat zur Verfügung. Dieser Typ ist erweiterbar
angelegt und muss zumindest die Variante ShowAsText enthalten.

Nachdem die Datentypen der FreeTheorems-Bibliothek erklärt wurden, sollen im Anschluss
die Funktionen dargestellt werden:

useLanguage :: LanguageModel → Language
erstellt auf der Grundlage eines Modells eine Beschreibung der zu betrachtenden Teil-
sprache von Haskell. Unabhängig vom verwendeten Modell enthält die zurückgegebene
Teilsprachenbeschreibung immer die in Anhang A aufgeführten Typen.

parseType :: Language → String → EitherParseErrorNamedType
parst eine Zeichenkette und liefert einen benannten Typterm zurück. Falls der Typ in der
Zeichenkette nicht der Syntax aus Abschnitt 4.2 entspricht, wird ein Fehler zurückgegeben.
Diese Funktion soll mit Hilfe der Parserkombinator-Bibliothek Parsec [17] erstellt werden.
Mehr Informationen zu Parsec be�nden sich in Anhang B.4.
Anstatt auf Parsec zu bauen, hätte diese Funktion auch unter Verwendung des existieren-
den Haskell-Compilers (im Haskell-Modul Language.Haskell .Parser) oder des Parsergene-
rators Happy [4] erstellt werden können. Die erste Möglichkeit erlaubt allerdings Typkon-
strukte, die im Rahmen dieser Arbeit ausgeschlossen wurden und wurde deshalb verworfen.
Gegenüber der zweiten Möglichkeit bietet ein Parserkombinator einfachere Anpassbarkeit
an zukünftige Anforderungen.

generateTheorem :: Language → NamedType → Theorem
erzeugt aus einem Typ und unter Verwendung einer gegebenen Teilsprache von Haskell ein
Theorem. Entsprechend den schrittweisen De�nitionen in Abschnitt 3 wird diese Funk-
tion auf mehrere, einfach zu überblickende Funktionen verteilt, die im wesentlichen die
Umsetzung der theoretischen Konstrukte in Haskell darstellen:

closure :: NamedType → NamedType
bildet zu einem Typterm den Abschluss, wie er in De�nition 2 auf Seite 8 festgelegt
wurde.

replaceTypeSynonyms :: Language → NamedType → NamedType
ersetzt alle Typsynonyme in dem Argumenttyp. Diese Funktion entspricht der Funk-
tion eS aus Abschnitt 3.3.

delta :: Language → Type → Relation
implementiert die ∆-Relationen aus De�nition 6 auf Seite 14 und De�nition 7 auf
Seite 15.

unfold :: Language → Name → Theorem
wendet die De�nition 4 auf Seite 13 und die De�nition 5 auf Seite 13 auf die durch
delta erstellte Relation an, um ein freies Theorem zu erzeugen.

simplify :: Theorem → Theorem
vereinfacht das erzeugte freie Theorem durch triviale Umformungen. Welche Umfor-
mungen genau durchgeführt werden, wird in einem späteren Abschnitt dokumentiert.

showType :: ShowFormat → NamedType → String
gibt einen Typ in dem angegebenen Format als Zeichenkette aus. Hierzu soll die PPrint-
Biliothek [16] verwendet werden, die in Anhang B.5 beschrieben wird.
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showTheorem :: ShowFormat → Theorem → String
gibt ein Theorem in dem angegebenen Format als Zeichenkette aus und benutzt ebenso
wie showType die PPrint-Bibliothek.

Diese Funktionen bilden den Kern der automatischen Theoremerzeugung, wie er im wesentlichen
in Abschnitt 3 erklärt wurde. Um Theoreme darüber hinaus noch zu bearbeiten, existieren die
beiden folgenden Funktionen. Sie dienen dem Instanziieren von Relationen auf Funktionen, wie
sie bereits an Beispielen in den Abschnitten 3.5 und 3.6 gezeigt wurde.

getRelations :: Theorem → [RelationVariable]
liefert alle Relationsvariablen eines freien Theorems, die auf eine Funktion spezialisiert
werden können. Dabei entscheidet die Position einer Relationsvariable bezüglich Impli-
kationen, ob sie instanziiert werden kann. Genaue Regeln können mit den Mitteln der
Prädikatenlogik erstellt werden.

instantiateRelation :: RelationVariable → Theorem → Theorem
instanziiert eine Relation in einem Theorem durch eine Funktion. Dabei wird eine von
getRelations gefundene Relationsvariable durch eine Funktionsvariable ersetzt.

Schlieÿlich dient die folgende Gruppe von Funktionen der aufgefalteten Anzeige von Relationen.
Neben den lift- und liftpointed -Relationen aus De�nition 3 werden auch zum Teil die Relatio-
nen aus De�nition 4 und De�nition 5 durch die Funktion generateTheorem nicht aufgefaltet.
Um dennoch zu verstehen, welche Mengen sie jeweils beschreiben, werden die nachfolgenden
Funktionen angeboten:

getLifts :: Theorem → [Relation]
liefert alle in einem Theorem vorkommenden unaufgefalteten Relationen.

unfoldLift :: Relation → UnfoldedRelation
faltet eine unaufgefaltete Relation entsprechend der De�nition 3, 4 oder 5 auf.

showLift :: ShowFormat → UnfoldedRelation → String
gibt eine aufgefaltete Relation in dem angegebenen Ausgabeformat als Zeichenkette aus.

Abbildung 2 auf der nächsten Seite gibt noch einmal eine Übersicht über die Bibliotheksfunk-
tionen und ihr Zusammenspiel mit den beschriebenen Datentypen. Im Gegensatz zu Abbildung
1 bietet sie eine detailliertere Sicht auf die FreeTheorems-Bibliothek.

4.4 Benutzerober�äche

Von den vielen Möglichkeiten, Benutzern die Interaktion mit einer Anwendung zu ermöglichen,
wurde hier das Shell-Prinzip gewählt, das heiÿt, der Benutzer arbeitet mit einer auf Tastaturkom-
mandos basierenden, rein textuellen Schnittstelle. Verglichen mit einer graphischen Benutzer-
ober�äche, die auf Fenstern basiert, meist leichter zu erlernen ist und durch Verwendung einer
Maus schneller und direkter bedient werden kann, bringt eine Shell groÿe Nachteile mit sich.
Allerdings lässt sich letztere dafür meist deutlich einfacher implementieren. Die geringe Intuiti-
vität der Shell soll zudem durch möglichst viele Erklärungen und Hilfen wettgemacht werden.
Aufgrund der in Abschnitt 4.2 festgelegten Trennung der Anwendung in Bibliothek und Benut-
zerschnittstelle kann eine graphische Ober�äche auÿerdem später noch problemlos hinzugefügt
werden.

Für die Implementation der FTshell soll die Bibliothek Shellac [2] verwendet werden, die
genauer in Anhang B.6 beschrieben wird. Sie vereinfacht das Erstellen einer shellbasierten An-
wendung erheblich, indem sie einen Rahmen zum Einbetten einer Anwendung gibt. An diesem
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Eingabe

Language NamedType

Theorem

Relation

UnfoldedRelation

RelationVariable

parseTypeuseLanguage

Ausgabe
showType
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Ausgabe
showTheorem

getRelations

instantiateRelation
getLifts

unfoldLift
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Abbildung 2: Vereinfachter Überblick über das Zusammenwirken der Datentypen und
Funktionen der FreeTheorems-Bibliothek. Abgerundete Kästen stellen Datentypen dar,
während Bezeichner ohne Umrandung für Funktionen stehen. Eckige Kästen stellen Objekte
auÿerhalb der Anwendung dar.

Rahmen sind aus Benutzersicht vor allem die Kommandos, die jeweils mit einem Doppelpunkt
beginnen und eine festgelegte Anzahl an Argumenten erhalten, wichtig. Daneben gibt es auch
die Möglichkeit direkter Eingaben ohne ein Kommando.

Der Entwurf der FTshell, speziell der Kommandos, soll anhand kleiner Gedankenexpe-
rimente erfolgen. Es werden kurze Anwendungsfälle gezeigt, aus denen dann die benötigten
Kommandos abgeleitet werden. Die einzelnen Fälle bauen dabei aufeinander auf.

Szenario 1: Nach dem Starten der Shell lässt sich der Benutzer alle möglichen
Kommandos anzeigen. Danach liest er noch einen Hilfetext, der die Benutzungsweise
der Anwendung beschreibt, bevor er die Shell beendet.

Die FTshell muss also zumindest die folgenden drei einfachen Kommandos bereitstellen:

:help zeigt die Liste aller verfügbaren Kommandos zusammen mit ihrer Funktion an. Ein solches
Kommando ist bereits in Shellac vorgesehen.

:introduction gibt dem Benutzer eine Einführung in die FTshell. Dazu sollen in komprimier-
ter Form freie Theoreme genauso erklärt werden wie das Eingabeformat der Typterme.

:quit beendet die FTshell. Auch für ein solches Kommando sind, ähnlich wie für :help, in
Shellac bereits Grundlagen vorhanden.

Als nächstes sollen die vielleicht wichtigsten Funktionen der Shell betrachtet werden:

Szenario 2: Der Benutzer möchte zu einem Typterm ein freies Theorem erzeugt
haben. Er gibt also den Typterm ein und fordert darauf die Erzeugung des Theorems
an. Anschlieÿend möchte er die Mengenschreibweise zu den im Theorem vorkommen-
den unaufgefalteten Relationen sehen, um diese Relationen besser zu verstehen.
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Die Eingabe eines Typterms kann direkt ohne Kommando erfolgen. Dabei müssen mögliche
Syntaxfehler ausgegeben werden, wobei darauf geachtet werden soll, dass die entsprechenden
Fehlermeldungen möglichst hilfreich sind, um den Fehler leicht zu �nden und zu korrigieren. Ein
korrekt eingegebener Typ wird in einer internen Liste abgelegt, die jederzeit eingesehen werden
kann. Zu den bereits beschriebenen Kommandos kommen nun also die folgenden hinzu:

:generate erzeugt ein freies Theorem zu einem Typterm. Da Typterme immer zusammen mit
einem Namen eingegeben werden, wird dieser Name als Argument übergeben. Damit kann
das Kommando in der internen Liste den Typterm nachschlagen, zu dem ein Theorem
erzeugt werden soll. Da mehrere Theoreme durch den Benutzer erzeugt werden können,
erhält jedes Theorem eine eindeutige Nummer. Das Kommando :generate gibt das er-
zeugte Theorem zusammen mit seiner eindeutigen Nummer aus.

:show-relations zeigt die unaufgefalteten Relationen eines Theorems zusammen mit ihrer
Mengenschreibweise. Dazu wird diesem Kommando die eindeutige Nummer des gewünsch-
ten Theorems übergeben.

:show-types zeigt alle bisher eingegebenen Typterme mit den dazugehörigen Namen in einer
Liste an.

Nach dem Erzeugen eines Theorems kann es auch noch weitergehend bearbeitet werden. Dies
und weitere Funktionen betrachtet das folgende Szenario:

Szenario 3: Der Benutzer hat bereits mehrere Typterme eingegeben und Theoreme
dazu erzeugt. Nun lässt er sich eine Übersicht dazu anzeigen, wählt davon ein Theo-
rem aus und lässt sich dieses noch einmal explizit ausgeben. Als nächstes fordert er
eine Liste der Relationsvariablen an, die in diesem Theorem instanziiert werden kön-
nen. Aus dieser Liste wählt er eine Relation aus, und lässt sie durch die Anwendung
instanziieren.

Hier zeigen sich die letzten Funktionen, die in der FTshell benötigt werden:

:show-all-theorems gibt eine Liste aller bisher erzeugter Theoreme sortiert nach Typtermen
aus. Dazu wird zu jedem Typterm jeweils eine Liste eindeutiger Nummern von Theoremen
ausgegeben. Die Theoreme zu einem Typterm umfassen sowohl das durch :generate er-
zeugte freie Theorem als auch die Folgerungen aus diesem, die sich durch Instanziierungen
von Relationen ergeben.

:show-theorem zeigt ein erzeugtes freies Theorem an. Dazu muss dem Kommando die eindeutige
Nummer des Theorems übergeben werden, welches angezeigt werden soll.

:show-relvars erstellt eine Liste aller Relationsvariablen eines Theorems, die instanziiert wer-
den können. Diesem Kommando muss die eindeutige Nummer des betre�enden Theorems
übergeben werden.

:instantiate erwartet die eindeutige Nummer eines Theorems sowie eine Relationsvariable als
Argument und erzeugt damit ein neues, abgeleitetes Theorem mit einer neuen eindeutigen
Nummer, in dem die Relationsvariable durch eine Funktion instanziiert ist. Hierbei soll-
te beachtet werden, dass nicht jede beliebige Relationsvariable instanziiert werden kann,
sondern nur solche, die durch :show-relvars aufgelistet werden.

Bei allen Kommandos, die mindestens ein Argument erwarten, erhält der Benutzer eine erklä-
rende Fehlermeldung, falls er ein Argument vergessen oder falsch angegeben hat.
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Statt des Systems der eindeutigen Nummern für jedes Theorem wäre es auch möglich, dass
jedes Kommando mit dem Ergebnis des letzten Kommandos weiterarbeitet. Zusätzlich müsste
eine Rückkehrmöglichkeit angeboten werden, die einen oder mehrere Schritte zurücksetzt. Jedoch
scheint das in diesem Abschnitt beschriebene System �exibler in den Interaktionsmöglichkeiten
zu sein. Auÿerdem lehnt es sich an die Benutzerführung vieler groÿer Mathematik-Programme
an, die ebenso shellbasiert sind und bei denen jedem Term ein Name zugewiesen werden kann,
um den Term später erneut benutzen zu können.

5 Implementation

5.1 Durchführung

Vor der Beschreibung der Resultate der Implementation in den Abschnitten 5.2 bis 5.4 zeigt
dieser Abschnitt einen kurzen Abriss über den Ablauf der Entwicklung. Dazu werden auftau-
chende Probleme, Änderungen gegenüber dem Entwurf und die Umsetzung der theoretischen
Grundlagen in Haskell-Quelltext dargestellt.

Die Implementation begann mit der Umsetzung des in Abschnitt 4 gegebenen Rahmens.
Dabei wurde zuerst die FreeTheorems-Bibliothek geschrieben, bevor ab etwa der Hälfte der
Zeit parallel dazu die FTshell entwickelt wurde. Zuerst fertig gestellt waren der Parser und
die Ausgabefunktionen, wonach dann in etwa die Reihenfolge der Funktionen aus Abschnitt 4.3
befolgt wurde. Jedoch zeigte sich, dass der Entwurf nicht sorgfältig und genau genug ausgeführt
war, denn während der Entwicklung waren eine Reihe von Anpassungen nötig, die zum Teil
relativ viele Module auf einmal erfassten und dadurch die Implementationszeit verlängerten.
Vor allem die Ausgabefunktionen als das Schlussstück der Kette entsprechend Abbildung 2
unterlagen häu�gen Änderungen, die erst zum Ende durch Einführung einer Indirektion über
ein generisches Dokument abgemildert werden konnten. Die meisten Korrekturen wurden durch
mehrere schrittweise Erweiterungen der grundlegenden Datentypen Type, Relation und Theorem
hervorgerufen. Da jede der Funktionen in der FreeTheorems-Bibliothek mindestens einen
dieser drei Datentypen verwendet, verursachten kleine Änderungen an den Datentypen zum
Teil lawinenartige Korrekturen in zahlreichen Modulen. Dies hätte durch einen besseren und
detaillierteren Entwurf vermieden werden können, ist aber auch der allgemeinen Struktur der
Aufgabe geschuldet, die schrittweise Datentypen in andere Datentypen umwandelt und damit
unmöglich in völlig unabhängige Module aufteilbar ist. Auÿerdem erweiterten sich während der
Entwicklung die Anforderungen, unter anderem durch verschiedene Nutzervorschläge, für die
der Entwurf nicht neu überarbeitet wurde. Statt dessen �ossen sie direkt in die Implementation
ein und haben dabei aufgrund der komplexen Zusammenhänge in der Bibliothek auch Ein�uss
auf bestehenden Quelltext genommen sowie neue Fehlerquellen verursacht. Ein weiterer Aspekt,
der die Implementationszeit negativ beein�usst hat, war der geringe Einsatz von Testmethoden
mittels HUnit und QuickCheck, entgegen den Forderungen in Abschnitt 4.2. Über weite Strecken
wurde zu viel Vertrauen in den Quelltext gesteckt und daher keine bis wenige Tests ausgeführt,
wodurch viele Fehler erst relativ spät und dann nur in sehr komplexem Quelltext gefunden
werden konnten.

Viele Änderungen an der FTshell waren die Folge des Ausprobierens von Prototypen in
verschiedenen Entwicklungsstufen. Dabei �el unter anderem auf, dass das in Abschnitt 4.4 fest-
gelegte Interaktionsschema zu kompliziert in der Bedienung ist. Es wurde durch das dort bereits
erwähnte einfachere Schema ersetzt. Abschnitt 5.3 erklärt die Änderungen gegenüber dem Ent-
wurf und die nun verfügbaren Kommandos ausführlich.

Die fertige FreeTheorems-Bibliothek ist ebenso verschieden gegenüber dem Entwurf. Wäh-
rend Abschnitt 5.2 ausführlich die Schnittstelle und die interne Organisation der Bibliothek auf-
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zeigt und der gröÿte Teil des Quelltextes in Anhang D nachgelesen werden kann, sollen hier nur
die wichtigsten Änderungen aufgezählt werden:

• Der Datentyp Language wurde aufgeteilt. Der statische Anteil, der die Deklarationen aus
Anhang A enthält, wurde in ein eigenes Modul ausgelagert, in dem auch eine Reihe von
Funktionen zum lesenden Zugri� auf die Deklarationen de�niert sind. Daneben blieb der
Datentyp LanguageModel zur Beschreibung des verwendeten Modells erhalten. Die Funk-
tion useLanguage wurde nicht mehr benötigt und somit weggelassen.

• Die Syntax der Typterme ist erweitert worden. Die Konstruktoren für Listen, Tupel und
Funktionen können nun auch in der Pre�xschreibweise verwendet werden. Darüber hinaus
sind auch Operatoren als Namen von Typtermen erlaubt. Beides entspricht Möglichkeiten,
die im Haskell-Standard [20] vorgesehen sind und die auch zum Teil in vorde�nierten Typen
benutzt werden.

• Der Abschluss der Typen und das Ersetzen der Typsynonyme wird direkt im Anschluss
an den Parser ausgeführt statt erst beim Erzeugen eines Theorems. Damit verarbeitet die
FreeTheorems-Bibliothek von Beginn an nur gültige Typterme.

• Sowohl im Datentyp Type als auch im Datentyp Relation werden Listen und Tupel se-
parat behandelt anstatt als algebraische Datentypen wie Maybe. Dies entspricht ihrem
besonderen Status als eingebaute, vorde�nierte Typen in Haskell. Wohlgemerkt ist diese
Entscheidung nicht zwingend erforderlich, da diese Typen genauso auch als algebraische
Datentypen betrachtet werden können, wie dies in Abschnitt 3 erfolgte.

• Der Datentyp Relation wurde modi�ziert, um Instanziierungen auf Funktionen besser wie-
dergeben zu können. Dazu dürfen Relationen auch Termanteile enthalten, die als Funk-
tionen interpretiert werden. Als Folge davon wird die Identitätsrelation durch die Haskell-
Funktion id dargestellt.

• Im Anschluss an die Anwendung einer ∆-Relation werden die aus Typtermen erzeugten
Relationen vereinfacht. Hierbei geht es darum, möglichst viele Unterrelationen durch Iden-
titätsrelationen zu ersetzen.

• Die Ausgabe wurde völlig umgestellt. Statt einzelner Funktionen für jeden Datentyp gibt
es nun eine Klasse, die eine Funktion zum Ausgeben eines Datentyps zur Verfügung stellt.
Alle Datentypen, die ausgegeben werden sollen, müssen nun Instanz dieser Klasse sein.
Dadurch ist die Ausgabeschnittstelle deutlich schlanker und direkter als dies im Entwurf
in Abschnitt 4.3 vorgesehen war.

• Bei der Ausgabe von Theoremen und aufgefalteten Relationen können nun zusätzlich Typ-
instanziierungen an- und abgeschaltet werden.

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll das folgende Beispiel zeigen, wie die theoretischen Grund-
lagen in Haskell-Quelltext umgesetzt wurden. Dadurch wird auch ersichtlich, wie groÿ die Nähe
der Implementation zur Theorie tatsächlich ist. Als Beispiel dient die Funktion deltaBasic, die
die ∆-Relation im Basis-Modell aus De�nition 6 auf Seite 14 wiedergibt:
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deltaBasic :: Environment → Type → TheoremState Relation

deltaBasic env t =
case t of

TypeBasic b → return (RelTerm (TermIns (TermVar (PV �id�)) t) (t, t))
TypeVar v → return (lookup env v)
TypeCon c ts → do rels ← mapM (deltaBasic env) ts

return (RelLift BasicModel c rels)
TypeList t′ → do rel ← deltaBasic env t′

return (RelLiftList BasicModel rel)
TypeUnit → return (RelTerm (TermIns (TermVar (PV �id�)) t) (t, t))
TypeTuple ts → do rels ← mapM (deltaBasic env) ts

return (RelLiftTuple BasicModel rels)
TypeFun t1 t2 → do rel1 ← deltaBasic env t1

rel2 ← deltaBasic env t2
return (RelFun BasicModel rel1 rel2)

TypeForall v t′ → do rv ← newRelationVariable v
rel ← deltaBasic (update env v rv) t′

return (RelForall BasicModel rv rel)

Die Funktion deltaBasic hat die gleichen Parameter wie die ∆-Relation, nur in vertauschter
Reihenfolge: Zuerst kommt hier die Umgebung, und dann folgt der Typ, für den eine Relation
erzeugt werden soll. Diese Verdrehung ist nötig, um die Funktion einfacher als Argument von
mapM zu verwenden.

Auÿerdem verwendet die Funktion die Zustandsmonade [27, 28] TheoremState, die der Er-
zeugung neuer Variablennamen dient. Die einzige Stelle in der Funktion, an der dies tatsächlich
benutzt wird, �ndet sich in der drittletzten Zeile. Dort wird durch den Aufruf der Funktion
newRelationVariable eine neue Relationsvariable zu einer Typvariable erzeugt.

Bei Einsatz von Monaden kann die von Haskell angebotene do-Notation verwendet werden,
die eine übersichtliche und an imperative Sprachen erinnernde Schreibweise erlaubt. Dadurch
wird allerdings die Nähe zur ∆-Relation nicht auf den ersten Blick deutlich. Betrachtet man
aber zum Beispiel den Fall des Funktionstyps, dann sieht man, dass die vorliegende Notation
identisch zu der in De�nition 6 auf Seite 14 ist, nur dass hier die Argumente zur Relation des
Funktionstyps als Zwischenergebnisse vorher separat berechnet werden.

Ähnlich zur Funktion deltaBasic gibt es eine Reihe anderer Funktionen, die theoretische
Grundlagen relativ direkt in Haskell-Quelltext umsetzen. Tabelle 2 auf der nächsten Seite gibt da-
zu eine Übersicht, und in Anhang D können die Haskell-Funktionen betrachtet werden. Darüber
hinaus stellt der Datentyp Type eine weitgehend direkte Umsetzung von De�nition 1 auf Seite 7
dar. Allerdings �nden sich zu De�nition 3 auf Seite 10, De�nition 4 auf Seite 13 und De�nition 5
auf Seite 13 keine direkten Implementationen. Diese De�nitionen �ieÿen in verschiedene unfold -
Funktionen ein, wobei dann der direkt sichtbare Bezug von Quelltext zu De�nition verloren
geht.

5.2 Die Bibliothek FreeTheorems

Die Bibliothek FreeTheorems stellt über ihr Schnittstellenmodul FreeTheorems eine Reihe
von Datentypen und Funktionen zur Verfügung, die im folgenden beschrieben werden. Dazu
wird mit den Datentypen begonnen, bevor zu den Funktionen übergegangen wird.

Die exportierten Datentypen der Bibliothek sind zumeist nicht vollständig sichtbar. Dem

Automatische Erzeugung freier Theoreme - Sascha Böhme 27



theoretische Grundlage Haskell-Funktion Modul
Funktion fV (freie Typvariablen) freeVariables Preparation
De�nition 2 (abgeschlossene Typterme) closure Preparation
Funktion eS (Ersetzen von Typsynonymen) replaceTypeSynonyms Preparation
De�nition 6 (∆-Relation) deltaBasic Delta
De�nition 7 (∆fix -Relation) deltaFix Delta

Tabelle 2: Haskell-Funktionen, die theoretische Grundlagen direkt umsetzen

Prinzip des Versteckens von Informationen folgend werden nur die Teile o�en gelegt, die unbe-
dingt für die Benutzung der Bibliothek benötigt werden. Daher wird für die meisten der folgenden
Datentypen nur der Name exportiert, während die beiden ersten Datentypen Ausnahmen bilden.
Für diese ist auÿerhalb der FreeTheorems-Bibliothek auch die innere Struktur sichtbar.

LanguageModel umfasst die beiden Modelle BasicModel und FixModel und zeigt die verwendete
Teilsprache an.

NamedType fasst einen Namen, dargestellt durch eine TermVariable, und einen Typterm zu ei-
ner Struktur zusammen. Dabei werden Typterme entsprechend der De�nition 1 auf Seite 7
durch den Datentyp Type beschrieben.

Theorem stellt erzeugte und abgeleitete Theoreme dar.

RelationVariable repräsentiert eine Relationsvariable.

UnfoldedRelation beschreibt eine aufgefaltete Relation.

TheoremData enthält Daten, die in verschiedenen Funktionen zur Generierung von eindeutigen
Variablennamen benutzt werden.

Die folgende Liste erklärt Funktionen, die zum Umwandeln von Zeichenketten in Elemente des
NamedType-Datentyps benutzt werden. Auÿerdem beschreibt sie die Funktionen, die Zugri�
auf die interne Liste der verfügbaren algebraischen Datentypen und Typsynonyme entsprechend
Anhang A bieten.

parseNamedType :: String → Either ParseError NamedType
parst eine Zeichenkette in einen benannten Typ. Falls die Zeichenkette nicht der Syntax
aus Abschnitt 4.2 und den Erweiterungen aus Abschnitt 5.1 entspricht, wird statt eines
benannten Typs ein Fehler zurückgegeben.

parseType :: (String → Bool)→ String → Either ParseError NamedType
parst ähnlich wie parseNamedType eine Zeichenkette in einen benannten Typ. Allerdings
muss hier die Zeichenkette nur einen Typ ohne Namen enthalten, während der Name
durch die als erstes Argument übergebene Funktion berechnet wird. Falls die Zeichenkette
nicht der Syntax aus Abschnitt 4.2 und den in Abschnitt 5.1 beschriebenen Erweiterungen
entspricht, wird statt eines benannten Typs ein Fehler zurückgegeben.

getSupportedAlgebraicDatatypes :: [(String , Int)]
liefert die Liste der gültigen algebraischen Datentypen entsprechend Anhang A. Die zu-
rückgegebene Liste enthält für jeden algebraischen Datentyp dessen Namen und Rang als
Paar gebündelt.
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getSupportedTypeSynonyms :: [(String , Int)]
liefert die Liste der gültigen Typsynonyme entsprechend Anhang A. Die zurückgegebene
Liste enthält für jedes Typsynonym dessen Namen und Rang als Paar gebündelt.

Zur Erzeugung und Bearbeitung von Theoremen werden die folgenden Funktionen benutzt:

generateTheorem :: LanguageModel → NamedType → (Theorem,TheoremData)
erzeugt für ein gegebenes Modell aus einem Typ ein freies Theorem. Dazu wird zuerst
die entsprechende ∆-Relation auf den Typ angewendet, bevor mit De�nition 4 und 5 die
entstandene Relation aufgefaltet wird. In einem anschlieÿenden Schritt wird das erzeug-
te Theorem vereinfacht. Die durchgeführte Vereinfachung wird auf den folgenden Seiten
zum Modul Simplification beschrieben. Neben dem erzeugten Theorem liefert diese Funk-
tion entsprechende Daten zurück, die für die weitere Bearbeitung des Theorems benötigt
werden.

extractLiftRelations :: (Theorem,TheoremData)→ Bool → [UnfoldedRelation]
�ndet alle unaufgefalteten Relationen in einem gegebenen Theorem, faltet sie auf und liefert
sie als eine Liste zurück. Diese Funktion fasst die drei Funktionen getLifts, unfoldLifts und
showLifts aus dem Entwurf in Abschnitt 4.3 zusammen.

extractRelationVariables :: Theorem → [RelationVariable]
liefert eine Liste aller Relationenvariablen eines Theorems, die auf eine Funktion speziali-
siert werden können. Diese Funktion entspricht der Funktion getRelations aus Abschnitt
4.3.

instantiateRelation :: (Theorem,TheoremData)
→ RelationVariable
→ (Theorem,TheoremData)

instanziiert eine zuvor von extractLiftRelations gefundene Relation auf den Graph einer
Funktion. Zur Erzeugung eines neuen Namens für die Funktion werden die Daten benötigt,
die von generateTheorem für das gegebene Theorem erzeugt wurden oder die von einem
vorherigen Aufruf von instantiateRelation modi�ziert wurden.

omitInstantiations :: Theorem → Theorem
entfernt alle Typinstanziierungen in den Termen des gegebenen Theorems. Diese Funk-
tion sollte nur direkt vor der Ausgabe des Theorems durchgeführt werden, denn die an-
deren Funktionen der FreeTheorems-Bibliothek vertrauen auf die Existenz der Typ-
instanziierungen. Auÿerdem können einmal entfernte Typinstanziierungen nicht wieder
hergestellt werden.

Schlieÿlich existiert zur Ausgabe die Klasse

class PrettyPrintAsText α where
printAsText :: α→ String

die von allen beschriebenen Datentypen auÿer TheoremData instanziiert wird. Sie enthält die
Funktion printAsText , mit der ein Element eines der Datentypen in eine Zeichenkette umge-
wandelt wird.

Nach der Beschreibung der Schnittstelle soll nun die innere Struktur der FreeTheorems-
Bibliothek betrachtet werden. Die Abbildung 3 stellt dazu die wichtigsten Module und das Zu-
sammenspiel mit den bereits beschriebenen Datentypen dar. Dabei ist sichtbar, wie die Eingabe
schrittweise und wasserfallartig in ein Theorem umgewandelt wird.
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Abbildung 3: Zusammenhang der wichtigsten FreeTheorems-Module und -Datentypen
bei der Erstellung eines freien Theorems. Abgerundete Kästen stellen Datentypen dar, wäh-
rend Bezeichner ohne Umrandung für Module stehen. Eckige Kästen stellen Objekte auÿer-
halb der Anwendung dar.

Entsprechend der Reihenfolge in Abbildung 3 umreiÿt die folgende Aufstellung überblicksartig
die Aufgabe jedes FreeTheorems-Moduls. Einen genaueren Einblick in die Bibliothek gibt
Anhang D, der fast den kompletten Quelltext enthält.

Types deklariert alle wichtigen Typen, die in der FreeTheorems-Bibliothek verwendet wer-
den. Um die Übersichtlichkeit zu wahren, sind die Deklarationen auf vier Untermodule
verteilt: In LanguageModel werden die unterstützten Modelle aufgeführt. Das Modul Type
deklariert die Datentypen, die zur Darstellung von Haskell-Typtermen benötigt werden.
Im Modul Relation be�nden sich die Datentypen, mit deren Hilfe Relationen und einfache
Terme beschrieben werden, während das Modul Theorem die Datentypen für Theoreme
deklariert.

Declaration enthält die Liste der zugelassenen Datentypen aus Anhang A. Auÿerdem werden
dort Funktionen de�niert, die Anfragen zum Inhalt der Liste erlauben.

TypeParser stellt Funktionen zur Verfügung, um aus einer Zeichenkette einen Typ zu erstellen.
Der Parser basiert dabei auf der Parsec-Bibliothek, zu der mehr Informationen in Anhang
B.4 zu �nden sind.

Preparation de�niert sowohl eine Funktion, die den Abschluss eines Typs bildet, als auch ei-
ne Funktion, die Typsynonyme ersetzt. Die Implementation folgt dabei der De�nition 2
auf Seite 8 und den Festlegungen in Abschnitt 3.3. Beide Funktionen werden im Modul
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TypeParser benutzt, um im Sinne von Abschnitt 3.3 zulässige Typterme für die weitere
Verarbeitung zur Verfügung zu stellen.

TheoremData deklariert Datentypen und de�niert Funktionen, die zusammengenommen zur
Erstellung von eindeutigen Namen für Variablen dienen.

Delta implementiert die ∆-Relationen aus De�nition 6 auf Seite 14 und De�nition 7 auf Seite 15.

Reduction de�niert eine Funktion, die Relationen vereinfacht. Hier wird die Bemerkung aus
Abschnitt 3.4 benutzt, dass mehrstellige Relationen, deren Argumente Identitätsrelatio-
nen sind, ebenso durch eine Identitätsrelation ersetzt werden können. Das gleiche gilt für
nullstellige lift- und liftpointed -Relationen, aber nicht für Relationen mit Abstraktionen.

Unfolding implementiert De�nition 4 auf Seite 13 und De�nition 5 auf Seite 13, um Relationen
zu Theoremen aufzufalten, entsprechend den Beispielen aus den Abschnitten 3.5 und 3.6.

Simplification vereinfacht erstellte Theoreme auf folgende Weise: Alle Abschnitte der Art

∀x1 ∈ 〈T1〉 . ∀x2 ∈ 〈T2〉 . (f x1 = x2) ⇒ F

wobei f eine Haskell-Funktion vom Typ T1 → T2 und F eine logische Formel ist, werden
durch

∀x1 ∈ 〈T1〉 . F [f x1/x2]

ersetzt. Dabei ist F [f x1/x2] die logische Formel, die durch Ersetzen von x2 durch f x1

aus F hervorgeht.

Specialization de�niert zwei Funktionen zum Bearbeiten von Theoremen. Die erste der beiden
Funktionen sucht in einem Theorem nach allen Relationsvariablen, die auf den Graph
einer Funktion spezialisiert werden dürfen. Die zweite Funktion des Moduls dient der
Spezialisierung einer gefundenen Relationsvariable auf den Graph einer Funktion. Dabei
werden auÿerdem Umformungen an der internen Darstellung eines Theorems durchgeführt,
die die veränderte Schreibweise im Zusammenhang mit Funktionen wiederspiegeln.

Lifts de�niert eine Funktion, die alle unaufgefalteten Relationen aus einem Theorem extrahiert
und ihre aufgefaltete Form zurück gibt.

Modification entfernt alle Typinstanziierungen in einem Theorem. Dies erlaubt ein leichteres
Verständnis und bessere Übersichtlichkeit von Theoremen.

PrettyPrint dient der Umwandlung von ausgewählten Datentypen in lesbare Zeichenketten. Die-
ses Modul basiert auf einer Reihe von Untermodulen, die verschiedene Aufgaben erfüllen:
In Document wird ein generisches Dokument durch eine Klasse und zahlreiche abstrakte
Ausgabeprimitive beschrieben. Darauf aufbauend werden in Common Funktionen de�-
niert, die die im Modul Type de�nierten Datentypen unabhängig vom Ausgabeformat in
ein generisches Dokument umwandeln. In AsText schlieÿlich wird eine Spezialisierung des
generischen Dokuments auf Basis der PPrint-Bibliothek angegeben, mit der dann Typ-
terme, Relationen und Theoreme im Textformat ausgegeben werden können. Nähere In-
formationen zu PPrint sind in Anhang B.5 aufgeführt.
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5.3 Die Benutzerober�äche FTshell

Wie bereits in Abschnitt 5.1 erwähnt, wurde das Interaktionsschema der Shell entgegen dem
Entwurf in Abschnitt 4.4 umgestellt: Statt einer eindeutigen Nummer für ein Theorem gibt
es nun immer nur einen aktuellen Typterm und nur ein aktuelles Theorem, was als Kontext
bezeichnet wird. Dadurch kann nicht mehr auf alle bereits erstellten Theorem zugegri�en werden.
Falls die FTshell allerdings in einem scrollbaren Fenster ausgeführt wird, können auch auf dem
Umweg des Scrollens des Fensters die vorherigen Theoreme betrachtet werden.

Die Kommandos der Shell sind im Vergleich zu den vorgeschlagenen Kommandos aus Ab-
schnitt 4.4 deutlich verkürzt worden. Dies spart Schreibaufwand bei der Bedienung. Durch die
Verwendung der Anfangsbuchstaben der entsprechenden Aktionen wurde versucht, die Komman-
dos dennoch verständlich zu halten. Zum Beispiel heiÿt der Befehl zum Anzeigen aller verfügba-
ren Kommandos :h statt :help. Des weiteren wurde die durch das Kommando :introduction

anzuzeigende allgemeine Hilfe, wie in Abschnitt 4.4 vorgesehen, aufgrund der Fülle der Infor-
mationen auf mehrere Hilfetexte verteilt. Jeder dieser Hilfetexte kann mit einem Kommando
abgerufen werden, das mit :h beginnt.

Das Kontextprinzip der FTshell funktioniert wie folgt: Wird die Shell gestartet, be�ndet
sie sich in einem leeren Kontext. Hier sind nur eine Reihe von allgemeinen Kommandos, die
in Tabelle 3 aufgeführt sind, verfügbar. Sobald ein Typterm eingegeben wird, wobei dies ohne
Kommando direkt am Eingabeprompt der Shell erfolgt, wird der aktuelle Kontext geändert.
Dabei wird der eingegebene Typterm zum aktuellen Typterm, und das daraus erzeugte und sofort
angezeigte Theorem wird zur Grundlage für die kontextbezogenen Kommandos aus Tabelle 4.

:h Zeigt alle verfügbaren Befehle an.

:hs Gibt einen Hilfetext aus, der die Benutzung der FTshell und die Zu-
sammenhänge der Kommandos beschreibt.

:hf Zeigt eine kurze Einführung in die freien Theorem an.

:ht Gibt einen Hilfetext über das Format der Typterme aus. Dieser Text
ist ähnlich zu den Festlegungen in Abschnitt 4.2, enthält aber auch die
Erweiterungen aus Abschnitt 5.1.

:t Listet alle bekannten Namen von Typtermen auf, getrennt in vom Be-
nutzer eingegebene und solche aus dem Haskell-Standard.

:tl Funktioniert ähnlich wie :t, nur dass zusätzlich zu jedem Namen der
dazugehörige Typterm anzeigt wird.

:c Gibt eine Liste aller unterstützten Typkonstruktoren, getrennt nach al-
gebraischen Datentypen und Typsynonymen, aus. Die Liste entspricht
dabei der von Anhang A.

:mb Wechselt das aktuell verwendete Modell zum Basis-Modell.

:mf Macht das fix -Modell zum aktuell verwendeten Modell.

:q Beendet die FTshell.

Tabelle 3: Allgemeine Kommandos der FTshell

Die Eingabe von Typen ist gegenüber dem Entwurf in Abschnitt 4.4 deutlich erweitert worden.
So kann man nun aus einer Liste bereits vorhandener Typen von Standard-Haskell-Funktionen
wählen. Das bedeutet, dass statt eines benannten Typterms nur der Name einer vorde�nierten
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Funktion eingeben werden muss. Auÿerdem gibt es die Möglichkeit, einen unbenannten Typterm
einzugeben, für den automatisch ein neuer Name generiert wird. Alle eingegebenen oder beim
Starten der FTshell vorhandenen Typen können zudem in kurzer oder ausführlicher Form
angezeigt werden.

Als weitere neue Möglichkeit gegenüber dem Entwurf sind Typinstanziierungen in der An-
zeige von Theoremen an- und abschaltbar. Ohne die Typinstanziierungen werden Theoreme
deutlich kompakter, was nicht unbeträchtlich zu deren Verständnis beiträgt.

:a Zeigt das aktuelle Theorem und den dazugehörigen Typ an.

:l Extrahiert alle unaufgefalteten Relationen aus dem aktuellen Theorem
und stellt sie zusammen mit der aufgefalteten Mengenschreibweise dar.

:r Listet alle quanti�zierten Relationsvariablen aus dem aktuellen Theorem
auf, die auf den Graph einer Funktion instanziiert werden können.

:s Erwartet als Argument eine Relationsvariable und instanziiert diese im
aktuellen Theorem durch den Graph einer Funktion. Das dadurch ent-
standene Theorem wird zum aktuellen Theorem.

:sa Instanziiert alle möglichen Relationsvariablen des aktuellen Theorems
jeweils durch den Graph einer Funktion. Das dadurch entstandene Theo-
rem wird zum aktuellen Theorem.

:u Macht die letzte Instanziierung rückgängig. Das vor der letzten Aus-
führung von :s oder :sa aktuelle Theorem wird dann zum aktuellen
Theorem. Dieses Kommando kann wiederholt werden, bis das für den
aktuellen Typ zuerst erzeugte Theorem wieder aktuell ist.

:o Schaltet die Anzeige von Typinstanziierungen in den Termen des aktu-
ellen Theorems an oder ab. Durch Abschalten von Typinstanziierungen
werden Theoreme kompakter und leichter verständlich. Dieses Komman-
do modi�ziert nicht das aktuelle Theorem, sondern nur dessen Darstel-
lung.

Tabelle 4: Kontextbezogene Kommandos der FTshell

5.4 Erweiterbarkeit

Die in Abschnitt 4.1 geforderte leichte Erweiterbarkeit der FreeTheorems-Bibliothek ist nur
bedingt erreicht worden. Aufgrund des wasserfallartigen Zusammenspiels der einzelnen Modu-
le, wie es in Abbildung 3 auf Seite 30 gezeigt wurde, ziehen Änderungen an den Basistypen
Korrekturen in mehreren anderen Modulen nach sich. Leider weist der GHC nicht darauf hin,
an welchen Stellen die gemachten Erweiterungen weitere Anpassungen nach sich ziehen könn-
ten. Daher sollen diese komplexen Zusammenhänge im folgenden an zwei Beispielen beschrieben
werden.

Beispiel 1: Die FreeTheorems-Bibliothek soll um das hypothetische Typkon-
strukt X erweitert werden.

Diese Erweiterung erfordert eine neue, zusätzliche Variante im algebraischen Datentyp Type.
Direkt betro�en davon sind dann alle Funktionen, die Typterme verarbeiten. Dazu gehören der
Parser im Modul TypeParser , für den Regeln zum Erkennen des Typkonstrukts X angegeben
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werden müssen, und das Pretty-Printer-Modul Common, das um die Ausgabe von X erweitert
werden muss. Des weiteren sind die Funktionen in den Modulen Preparation und Delta betro�en,
in denen case-Abfragen zur Struktur von Typtermen gemacht werden. Hier ist jeweils ein neuer
Fall für das Typkonstrukt X hinzuzufügen, der sich unter Umständen an den bestehenden Fällen
orientiert. Für den Fall, dass es sich bei X um einen benutzerde�nierbaren Datentyp handelt,
sollte auch das Modul Declaration angepasst werden: Die Struktur der Deklarationen von X
muss durch einen algebraischen Datentyp dargestellt werden, und vorde�nierte Ausprägungen
von X können in die bestehende Liste neben den vorde�nierten algebraischen Datentypen und
Typsynonymen aufgenommen werden. Auÿerdem sollte dann auch eine Zugri�smöglichkeit auf
diese Daten durch eine neue Funktion gewährleistet sein.

Falls das neue Typkonstrukt X in eine bisher nicht existierende Relation umgesetzt wird,
dann ist auch eine Erweiterung des algebraischen Datentyps Relation nötig. Dies zieht dann wei-
tere Anpassungen in allen Funktionen, die über der rekursiven Struktur der Relationen de�niert
sind, nach sich. Das betri�t vorrangig die Funktionen im Modul Reduction und Unfolding . Ne-
ben dem Pretty-Printer-Modul Common sind auch die anderen, bisher nicht erwähnten Module
zu überprüfen. Denn ein Teil der Relationen bleibt nach dem Au�alten in Theoremen erhalten.

Es ist durchaus möglich, dass durch das Typkonstrukt X die Aussagemöglichkeiten der
Theoreme nicht mehr mächtig genug ist. Wird dazu eine Erweiterung des algebraischen Da-
tentyps Theorem nötig, dann müssen auch alle Funktionen der folgenden Module, in denen die
Struktur der Theoreme betrachtet oder umgeformt wird, zwecks Anpassungen überprüft werden:
Simplification, Specialization, Lifts, Modification sowie das Pretty-Printer-Modul Common.

Da die Bibliothek FreeTheorems eng an den theoretischen Grundlagen orientiert ist, be-
wirken Erweiterungen der Grundlagen wie das Hinzufügen eines neuen Typkonstrukts ähnliche
Erweiterungen im Quelltext. Daher sollte die Vielzahl der erwähnten nötigen Anpassungen nicht
als schwere Erweiterbarkeit der Bibliothek gedeutet werden, sondern vielmehr als Hinweis, welche
theoretischen Grundlagen vor einer Erweiterung der Anwendung überarbeitet werden müssen.
Als Hilfe dazu können die zahlreichen Verweise auf Abschnitt 3 in den vorangegangenen Ab-
schnitten benutzt werden.

Beispiel 2: Die FreeTheorems-Bibliothek soll um das hypothetische Modell X
erweitert werden.

Modelle werden erst im Zusammenhang mit Relationen und Theoremen relevant, das heiÿt, dass
Funktionen, die nur mit Typtermen arbeiten, nicht betro�en sind durch eine solche Erweiterung.
Dafür sind die benötigten Änderungen in den anderen Modulen unter Umständen weitaus um-
fangreicher als beim Hinzufügen eines neuen Typkonstrukts. Neben der Erweiterung des Daten-
typs LanguageModel und dem Pretty-Printer-Modul Common muÿ höchstwahrscheinlich eine
neue delta-Funktion im Modul Delta geschrieben werden, die Typterme in Relationen des Mo-
dells X umwandelt. Auÿerdem werden Relationen im Modell X womöglich anders in Theoreme
aufgefaltet als das durch die bestehenden Funktionen geschieht, weshalb Erweiterungen im Mo-
dul Unfolding durchgeführt werden müssen. Werden nach diesen Änderungen neue Relationen
oder erweiterte Theoreme benötigt, tre�en die bereits für ein neues Typkonstrukt beschriebenen
Anpassungen entsprechend ebenso zu.

6 Anwendung

6.1 Starten der FTshell

Die Anwendung FTshell und die Bibliothek FreeTheorems sind zusammen in dem Archiv
FT.tar.gz verpackt. Zum Entpacken muss das folgende Kommando eingegeben werden:
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tar xfz FT.tar.gz

Dadurch entsteht im aktuellen Verzeichnis ein neuer Ordner mit dem Namen FT. Dieser ent-
hält neben den Lizenzen und der Dokumentation der Bibliothek die vollständige Anwendung.
Auÿerdem sind zwei Skripte verfügbar, die zum Starten der FTshell benutzt werden können:
Wahlweise kann die Anwendung im GHCi interpretiert oder durch den GHC übersetzt werden.
Beiden Möglichkeiten ist im folgenden ein kurzer Absatz gewidmet.

Zur Verwendung im GHCi dient das Skript interpret. Es wird im Verzeichnis FT durch das
Kommando ./interpret ausgeführt. Dadurch wird der GHCi gestartet, der die Quelldateien
lädt. Im Anschluss erscheint der GHCi-Prompt, an dem dann die FTshell durch Eingabe von
main ausgeführt wird.

Soll die FTshell erst übersetzt werden, so ist statt dessen das Übersetzungsskript durch
./compile im Verzeichnis FT auszuführen. Nach erfolgter Übersetzung der Anwendung kann
diese durch ./FTshell im selben Verzeichnis gestartet werden. Falls die Readline-Bibliothek
nicht verwendet werden soll, kann hier auch zusätzlich der Parameter --noreadline übergeben
werden. Mehr Informationen dazu be�nden sich im Anhang B.7.

6.2 Eine Beispielsitzung

Für die Darstellung der wichtigsten Funktionen der FTshell soll das Beispiel aus Abschnitt 1,
das ausführlicher auch in Abschnitt 3.6 betrachtet wurde, verwendet werden: Für eine beliebige
Funktion des Typs ∀α . [α]→ [α] soll ein freies Theorem im fix -Modell erzeugt werden.

Da die Anwendung beim Starten das Basis-Modell als zu verwendendes Modell einstellt,
muss nun zuerst das aktuelle Modell in das fix -Modell geändert werden. Dies erfolgt durch das
Kommando :mf, welches die FTshell mit folgender Ausgabe quittiert:

Changed the currently used model to 'FixModel'.

Nun wird der eingangs erwähnte Typ zusammen mit dem Namen am Prompt der FTshell
eingegeben. Dazu dürfen beliebig viele Leerzeichen zum Trennen der Symbole verwendet werden.
Man kann sogar den Namen der Funktion weglassen, wobei dann ein neuer Name automatisch
generiert wird, wovon für dieses Beispiel allerdings kein Gebrauch gemacht wird.

> f :: forall a. [a] -> [a]

Nach Eingabe dieses Typs wird sofort das dazugehörige freie Theorem ausgegeben:

Added 'f' to the list of available types.

Generated theorem for

f :: forall a. [a] -> [a]

in FixModel:

forall T1,T2 in TYPES. forall R1 in REL(T1,T2), R1 strict and

continuous.

forall (x1, y1) in lift-pointed_{[]}(R1).

(f_{T1} x1, f_{T2} y1) in lift-pointed_{[]}(R1)

f >
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Der nun etwas veränderte Prompt wartet auf ein Kommando, welches dann auf dieses Theorem
angewendet wird. Alternativ kann zu jeder Zeit ein neuer Typ eingegeben oder die Hilfe kon-
sultiert werden. Statt dessen wird aber das aktuelle Theorem genauer betrachtet. Dazu gibt es
die Möglichkeit, mit dem Kommando :l vorkommende lift- oder liftpointed -Relationen explizit
anzuzeigen. Die Ausgabe sieht dann folgendermaÿen aus:

lift-pointed_{[]}(R1)

= {(_|_, _|_)}

u {([], [])}

u {(x : xs, y : ys) | ((x, y) in R1)

/\ ((xs, ys) in lift-pointed_{[]}(R1))}

Als einziges wird hier die zum Listentyp gehörige Relation liftpointed
[] (R1) erweitert dargestellt,

die so ähnlich bereits in Abschnitt 3.4 aus De�nition 3 abgeleitet wurde.
Als nächstes soll die Relation R1 auf eine Funktion spezialisiert werden. Die FTshell bietet

dazu zwei Möglichkeiten: Entweder man spezialisiert eine Relation, in dem man die entsprechen-
de Relationsvariable angibt, oder aber man spezialisiert alle möglichen Relationen gleichzeitig
mit nur einem Kommando. Hier soll die zweite Variante angewendet werden, wozu das Kom-
mando :sa dient. Daraufhin wird das modi�zierte Theorem sofort angezeigt:

Deduced theorem for

f :: forall a. [a] -> [a]

in FixModel:

forall T1,T2 in TYPES. forall h1 :: T1 -> T2, h1 strict.

forall x1 :: [T1].

map_{T1}_{T2} h1 (f_{T1} x1) = f_{T2} (map_{T1}_{T2} h1 x1)

Um die Lesbarkeit zu erhöhen, können noch alle Instanziierungen abgestellt werden. Dies ge-
schieht mit dem Kommando :o, wodurch die folgende Ausgabe erscheint:

Deduced theorem for

f :: forall a. [a] -> [a]

in FixModel (omitting instantiations):

forall T1,T2 in TYPES. forall h1 :: T1 -> T2, h1 strict.

forall x1 :: [T1].

map h1 (f x1) = f (map h1 x1)

Mit dem Kommando :q kann die FTshell nun wieder beendet werden.

7 Ausblick

Die FreeTheorems-Bibliothek bietet, zusammen mit der FTshell, die Möglichkeit, den von
Wadler in [26] beschriebenen Algorithmus zur Erzeugung von Theoremen aus Typtermen in
einfacher Weise zu benutzen. Er wurde darüber hinaus durch die in [13] beschriebenen Ideen für
algebraische Datentypen erweitert.
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Die gleiche Arbeit [13] enthält aber eine noch viel weiterreichende Erweiterung: Dort wird be-
schrieben, wie freie Theoreme unter Ein�uss von seq gewonnen werden können. Statt wie bisher
nur ein Theorem, das Äquivalenzen benutzt, zu betrachten, werden in diesem Fall zwei Theore-
me mit Ungleichheiten benötigt. Durch Einführen eines seq-Modells und weitere, in Abschnitt
5.4 beschriebene Änderungen kann dies zusätzlich in die FreeTheorems-Bibliothek eingebaut
werden.

Das Typsystem von Haskell erlaubt noch mehr Typkonstrukte, als bisher in der Anwendung
implementiert wurden. Eines dieser Typkonstrukte stellen Typumbenennungen dar. Man könnte
sie als eingeschränkte algebraische Datentypen betrachtet, denn sie erlauben ähnliche Deklaratio-
nen, bei denen aber nur eine Datenvariante mit exakt einem Argument für den Datenkonstruktor
erlaubt ist. Ein Beispiel ist die folgende Deklaration, die aus der FreeTheorems-Bibliothek
entnommen ist:

newtype TypeTermV ariable = T Int

Dadurch wird der Datentyp TypeTermVariable deklariert, der in der FreeTheorems-Bibliothek
zur Repräsentation von Typtermvariablen wie T1 benutzt wird.

Im Gegensatz zu Typsynonymen deklariert eine Typumbenennung einen neuen Typ. Zum
Beispiel ist der Datentyp TypeTermVariable nicht identisch mit Int . Auÿerdem können Typ-
umbenennungen nicht als vereinfachte algebraische Datentypen angesehen werden, da erstere
nur zur Einführung neuer Namen für existierende Typen dienen, diese aber nicht ändern oder
erweitern. Wird zum Beispiel der folgende algebraische Datentyp betrachtet

data TypeTermV ariable′ = T ′ Int

dann ist T ′ ⊥ 6= ⊥, während T ⊥ = ⊥ gilt. Auÿerdem werden in case-Ausdrücken zu Typ-
umbenennungen laut [20] Vergleiche nur mit dem Argument des einzigen Datenkonstruktors
und nicht auch mit dem Datenkonstruktor selbst wie bei algebraischen Datentypen durchge-
führt. Dies bedeutet, dass zur Laufzeit eines Haskell-Programms, nach allen Typprüfungen, der
Datenkonstruktor einer Typumbenennung �wegoptimiert� werden kann.

Mit der De�nition einer entsprechenden lift- und liftpointed -Relation für Typumbenennungen
sowie den nötigen Erweiterungen der ∆-Relationen kann dieses neue Typkonstrukt in die Free-
Theorems-Bibliothek integriert werden. Die dazu erforderlichen Anpassungen wurden bereits
in Abschnitt 5.4 skizziert.

Neben den bereits erwähnten Erweiterungsmöglichkeiten gibt es noch zwei weitere Aspek-
te, die zur Bereicherung der FreeTheorems-Bibliothek wünschenswert sind: Zum einen ist
dies die Ausgabe von in LATEX gesetzten Theoremen in der üblichen mathematischen Notation
statt der bisher verwendeten rein textuellen Variante. Dazu bieten die Pretty-Printer-Module
der Bibliothek bereits Ansatzpunkte: Dort wird die Ausgabe über ein generisches Dokument
realisiert, das durch Bereitstellen weniger Primitive sowohl in die reine Textform wie bisher als
auch in andere Formate umgewandelt werden kann. Der zweite Erweiterungsaspekt ist die besse-
re Unterstützung der Möglichkeiten des Haskell-Standards [20]. Dieser erlaubt, dass Bezeichner
auch aus Unicode-Zeichen zusammengesetzt sein dürfen und dass auÿerdem Typ- und Daten-
konstruktoren aus Operatorsymbolen bestehen. Weiterhin können auch quali�zierte Namen wie
zum Beispiel Data.Maybe für den Maybe-Typen zugelassen werden.

Zur Vereinfachung des umfangreichen Quelltextes können die in [14] beschriebenen Techniken
verwendet werden. Dadurch würden viele der während der Entwicklung der FreeTheorems-
Bibliothek aufgetretenen Fehler automatisch vermieden. Auÿerdem wären die Funktionen der
Bibliothek deutlich leichter verständlich und besser anpassbar im Falle von Erweiterungen.
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A Unterstützte Datentypen

Dieser Abschnitt listet alle Standard-Haskell-Datentypen auf, die den De�nitionen und Ein-
schränkungen in Abschnitt 3 genügen. Speziell wurden dabei algebraische Datentypen wegge-
lassen, die entweder mittels seq deklariert werden (zum Beispiel Ratio und Complex ), die auf
Typklassen aufbauen oder die nicht in Haskell selbst ausgedrückt werden können. Für die Liste
der Typsynonyme am Ende dieses Anhangs gelten die gleichen Bedingungen.

Die hier gezeigten Typen sind direkt aus dem Haskell-Standard [20] herauskopiert, das heiÿt,
es wurden keine Umformungen durchgeführt. Daher tauchen in algebraischen Datentypen zum
Teil auch Typsynonyme auf, die erst ersetzt werden müssen, bevor der betre�ende algebraische
Datentyp die Bedingung eines eingeschränkten algebraischen Datentyps aus Abschnitt 3.3 er-
füllt. Auÿerdem werden einige Deklarationen in einer gegenüber Abschnitt 3 erweiterten Form
dargestellt, die jedem Feld zusätzlich einen Feldnamen zuweist. Der folgende Datentyp

data C = F {a, b :: Int , c :: Bool}

ist in der erweiterten Form geschrieben, könnte aber auch gleichwertig wie folgt de�niert werden:

data C = F Int Int Bool

Die erweiterte Form bietet den Vorteil, dass auf einzelne Feldelemente über die Namen, also a,
b und c, direkt zugegri�en werden kann. In der vereinfachten Form ist das nur über Pattern
Matching oder case-Ausdrücke möglich.

Für die fünf Basistypen Char , Int , Integer , Float sowie Double gilt eine Sonderregel: Es ist
zwar möglich, sie als algebraische Datentypen anzugeben, da sie für endliche Mengen stehen.
Dennoch ist dieser Weg unpraktikabel, aufwendig und ine�zient im Hinblick auf die Ausfüh-
rungsgeschwindigkeit von Programmen. Deshalb werden diese fünf Typen implizit in der Sprache
zur Verfügung gestellt.

Die folgende Liste gibt alle gültigen algebraischen Datentypen zusammen mit dem Modul,
in dem sie de�niert werden, an:

• implizit in der Haskell-Sprachde�nition aufgeführt:

data [α] = [] | α : [α]

data () = ()

data (α1, α2) = (α1, α2)
...

data (α1, . . . , α15) = (α1, ..., α15)

• aus der Haskell-Sprachde�nition:

data Bool = False | True

data Maybe α = Nothing | Just α

data Either α β = Left α | Right β

data Ordering = LT | EQ | GT

• aus der Bibliothek IO :

data IOMode = ReadMode |WriteMode |AppendMode | ReadWriteMode

data BufferMode = NoBuffering | LineBuffering | BlockBuffering (Maybe Int)

data SeekMode = AbsoluteSeek | RelativeSeek | SeekFromEnd
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• aus der Bibliothek Directory :

data Permissions = Permissions {
readable :: Bool ,
writable :: Bool ,
executable :: Bool ,
searchable :: Bool }

• aus der Bibliothek System:

data ExitCode = ExitSuccess | ExitFailure Int

• aus der Bibliothek Time:

data Month = January | February | March | April | May | June | July
| August | September | October | November | December

data Day = Sunday | Monday |Tuesday |Wednesday | Thursday
| Friday | Saturday

data CalendarTime = CalendarTime {
ctYear :: Int ,
ctMonth :: Month,
ctDay , ctHour , ctMin, ctSec :: Int ,
ctPicosec :: Integer ,
ctWDay :: Day ,
ctYDay :: Int ,
ctTZName :: String ,
ctTZ :: Int ,
ctIsDST :: Bool }

data TimeDiff = TimeDiff {
tdYear , tdMonth, tdDay :: Int ,
tdHour , tdMin, tdSec :: Int ,
tdPicosec :: Integer }

• aus der Bibliothek Locale:

data TimeLocale = TimeLocale {
wDays :: [(String ,String)],
months :: [(String ,String)],
amPm :: (String ,String),
dateTimeFmt , dateFmt :: String ,
timeFmt , time12Fmt :: String }

Neben diesen algebraischen Datentypen existieren in der Haskell-Sprachde�nition die folgen-
den Typsynonyme, die vor dem Erzeugen freier Theoreme durch ihre jeweiligen rechten Seiten
substituiert werden müssen:

type String = [Char ]

type ReadS α = String → [(α,String)]

type ShowS = String → String

type FilePath = String
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B Verwendete Hilfsmittel

B.1 Haddock

Haddock [6] ist ein Programm, das aus entsprechend dokumentiertem Quelltext automatisch eine
übersichtliche HTML-Dokumentation erstellen kann. Es fördert die Wiederverwendbarkeit einer
Softwarebibliothek, sofern ihre Funktionalität und Benutzung ausreichend beschrieben wurde.
Aus diesen Gründen ist Haddock ideal für die FreeTheorems-Bibliothek geeignet.

Alle Funktionen und Datentypen der FreeTheorems-Bibliothek wurden durch für Haddock
geeignete Kommentare versehen. Allerdings tauchen nur die Symbole, die aus einem Modul
exportiert werden, in der von Haddock erzeugten Dokumentation auf. Abbildung 4 zeigt ein
Beispiel dieser Dokumentation anhand eines Ausschnitts der Beschreibung für das Modul Delta.

Abbildung 4: Ausschnitt aus der von Haddock erzeugten Dokumentation

B.2 HUnit

Beim Entwickeln von Software werden meist Testreihen angelegt, die dem Au�nden von Fehlern
und dadurch dem Verbessern von Programmen dienen. Um dies in Haskell zu vereinfachen,
bietet HUnit [11], das als Modul im aktuellen GHC verfügbar ist, Unterstützung beim Erstellen,
Verwalten und Ausführen von Tests.

HUnit wurde anfangs zum Testen der FreeTheorems-Bibliothek benutzt. Ein typischer
Test war zum Beispiel, ob aus einem festgelegten Typ nach Anwendung der ∆-Relation eine

42 Automatische Erzeugung freier Theoreme - Sascha Böhme



entsprechende Relation entsteht. Als nach etwa der Hälfte der Entwicklungszeit die Datenstruk-
turen wie Relationen und Theoreme immer gröÿer und dadurch schwer aufschreibbar wurden,
erschien HUnit als zu unpraktisch für weitere Tests. Statt dessen erfolgten Tests dann verstärkt
durch QuickCheck. Auÿerdem wurden zum Ende auch einzelne Tests manuell in der FTshell
durchgeführt.

B.3 QuickCheck

QuickCheck [22], das im aktuellen GHC als Modul verfügbar ist, erlaubt das automatische
Testen von Haskell-Programmen. Dazu müssen zu überprüfende Eigenschaften eines Programms
spezi�ziert werden, unter anderem durch von QuickCheck bereitgestellte Primitive. Eine typische
Eigenschaft zum Beispiel, dessen Idee aus [1] übernommen wurde, ist die folgende:

prop_parser_NamedType nt =
case parseNamedType (printAsText nt) of

Left _ → False
Right nt ′ → let NamedType tv t = nt

in NamedType tv (prepare t) == nt ′

Diese Eigenschaft gibt an, dass für einen beliebigen benannten Typterm dessen Repräsentation
als Zeichenkette, erhalten durch Anwendung des Pretty-Printers, wieder zum ursprünglichen
benannten Typterm geparst werden kann. Somit wird also gleichzeitig sowohl der Pretty-Printer
als auch der Parser getestet.

Eine weitere, vergleichsweise einfache Eigenschaft ist die folgende:

prop_closure t = (freeVariables (closure t) == []) &&
(closure t == closure (closure t))

Diese Eigenschaft spezi�ziert, was die Funktion closure im Modul Preparation leisten soll: Nach
einmaliger Anwendung enthält ein Typterm keine freien Variablen mehr, und ein zweites An-
wenden von closure ändert einen bereits abgeschlossenen Typterm nicht.

Zum Testen einer Eigenschaft erzeugt QuickCheck eine groÿe Reihe von zufälligen Beispiel-
werten, die dann gegen diese Spezi�kation getestet werden. Auÿerdem bietet QuickCheck noch
mehr Möglichkeiten in Bezug auf die Testdaten wie das Erstellen von Statistiken, die aber für
die Entwicklung der FreeTheorems-Bibliothek keine Rolle gespielt haben.

Durch Benutzung von QuickCheck konnten Fehler in den Funktionen der FreeTheorems-
Bibliothek, aber auch in den spezi�zierten Eigenschaften, schnell gefunden werden. Dies hat
sicherlich die Implementationszeit der Anwendung verkürzt, vor allem in der zweiten Hälfte, als
QuickCheck eine gröÿere Rolle spielte.

B.4 Parsec

Parserkombinatoren, unter anderem beschrieben in [12], sind eine populäre Alternative zu Par-
sergeneratoren wie Happy [4]. Im Gegensatz zu letzteren, die üblicherweise eine angereicherte
Form von EBNF benutzen, um Sprachen zu beschreiben, bieten Parserkombinatoren die volle
Ausdrucksstärke der funktionalen Programmierung. Denn damit werden Sprachen monadisch
[27, 28] und durch Haskell-Funktionen beschrieben, wobei letztere auf Kombinatoren genannte
Funktionen zurückgreifen, die unter anderem Alternativen oder Wiederholungen modellieren.

Die Grundlagen des Parserkombinators Parsec erscheinen zuerst in [18]. Heute ist Parsec in
der Version 2.0 verfügbar [17] und standardmäÿig im aktuellen GHC eingebunden. Parsec bietet
eine einfach zu benutzende Schnittstelle, gute Fehlermeldungen und gute E�zienz. Dadurch, dass
ein Parser damit direkt in Haskell geschrieben wird, können andere Haskell-Funktionen direkt
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im Parser verwendet werden. Auÿerdem lässt sich ein Parser so schneller an neue Anforderungen
anpassen.

B.5 PPrint

In [10] stellte Hughes eine Bibliothek zum formatierten Ausgeben von Daten, einen so genannten
Pretty-Printer, vor. Auf dieser Arbeit aufbauend hat Peyton Jones eine Implementation [19]
erstellt, die in der aktuellen Version des GHC standardmäÿig als Modul verfügbar ist.

Wenig später jedoch deutete die Arbeit von Wadler [29] eine Verbesserung gegenüber dem
Pretty-Printer von Hughes an, sowohl in der Gröÿe der resultierenden Bibliothek als auch in ihrer
Laufzeite�zienz. Auf dieser Grundlage schrieb Leijen die Bibliothek PPrint [16], die weitere,
bis dahin in keiner der anderen Pretty-Printer zur Verfügung stehende Funktionen enthält.
Diese Funktionen haben sich auch als nützlich erwiesen bei der Erstellung der FreeTheorems-
Bibliothek. In ihr wird für die Ausgabe aller Datentypen in reiner Textform die PPrint-Bibliothek
benutzt.

Die PPrint-Bibliothek ist unter einer BSD3-ähnlichen Lizenz verfügbar.

B.6 Shellac

Shellac [2] ist eine Bibliothek zum Erstellen von shellbasierten Anwendungen und wurde von
Dockins entwickelt. Sie benutzt relativ fortgeschrittene Möglichkeiten des GHC, die nicht durch
Haskell98 standardisiert sind. Dadurch kann Shellac auch nicht in anderen Haskell-Compilern
oder -Interpretern verwendet werden.

Unter Verwendung der Readline-Bibliothek bietet Shellac viele nützliche Möglichkeiten der
Eingabe, zum Beispiel das Wiederholen bereits eingegebener Kommandos oder das Vervollstän-
digen von Kommandos und anderen Eingabewerten durch die Tabulatortaste. Allerdings müssen
Anwendungen, die diese Möglichkeiten benutzen wollen, unter einer GPL-kompatiblen Lizenz wie
zum Beispiel der BSD3-Lizenz, verö�entlicht werden. Shellac selbst unterliegt der BSD3-Lizenz.

Mit Hilfe von Shellac lässt sich schon durch Ausfüllen weniger Datenstrukturen eine belie-
big komplexe Shell erstellen. Im wesentlichen sind dazu nur die Namen der Shell-Kommandos
mit einer kurzen Beschreibung sowie jeweils eine entsprechende Funktion, die bei Eingabe des
Kommandos ausgeführt wird, anzugeben. Die komplette Interaktion des Benutzers mit der Shell
wird dann von Shellac behandelt.

Diese einfache Schnittstelle macht Shellac geradezu prädestiniert dazu, als Grundlage der
FTshell zu dienen. Der Programmieraufwand kann dann vollständig auf das Bereitstellen der
Funktionen aus der FreeTheorems-Bibliothek in einer benutzerfreundlichen Weise konzen-
triert werden.

B.7 Readline

Die Readline-Bibliothek [24] bietet eine Reihe von Funktionen zum Editieren von Kommando-
zeilen. Auÿerdem verwaltet sie bereits eingegebene Kommandos, die dadurch wiederholt werden
können.

Während der Entwicklung der FTshell wurden Probleme mit der Readline-Bibliothek unter
Microsoft Windows festgestellt. Neuere Versionen der Readline-Bibliothek scheinen diese Pro-
bleme zu beheben, sind allerdings in der aktuellen Version des GHC nicht enthalten. Das gröÿte
Problem war dabei, dass keine eckigen Klammern und damit keine Typterme, die den Listentyp
verwenden, eingegeben werden können. Um dies dennoch zu ermöglichen, wurde der Parameter
�noreadline eingeführt, der der FTshell beim Start übergeben werden kann und dazu führt,
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dass statt der Readline-Bibliothek ein einfacher Ersatz verwendet wird. Dieser Ersatz erlaubt
allerdings nicht die weitreichenden Möglichkeiten der Readline-Bibliothek.

Da die Readline-Bibliothek unter der GPL [5] entwickelt wird, müssen alle Anwendungen,
die diese Bibliothek benutzen, unter einer GPL-kompatiblen Lizenz, wie zum Beispiel der BSD3-
Lizenz, verö�entlicht werden.

C Lizenz der Anwendung

Beide Teile der Anwendung, also sowohl die FTshell als auch die FreeTheorems-Bibliothek,
unterliegen der folgenden so genannten BSD3-Lizenz:

Redistribution and use in source and binary forms, with or without modification,

are permitted provided that the following conditions are met:

1. Redistributions of source code must retain the above copyright notice,

this list of conditions and the following disclaimer.

2. Redistributions in binary form must reproduce the above copyright notice,

this list of conditions and the following disclaimer in the documentation

and/or other materials provided with the distribution.

3. The name of the author may not be used to endorse or promote products

derived from this software without specific prior written permission.

THIS SOFTWARE IS PROVIDED BY THE AUTHOR ``AS IS'' AND ANY EXPRESS OR IMPLIED

WARRANTIES, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, THE IMPLIED WARRANTIES OF

MERCHANTABILITY AND FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE ARE DISCLAIMED. IN NO EVENT

SHALL THE AUTHOR BE LIABLE FOR ANY DIRECT, INDIRECT, INCIDENTAL, SPECIAL,

EXEMPLARY, OR CONSEQUENTIAL DAMAGES (INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, PROCUREMENT

OF SUBSTITUTE GOODS OR SERVICES; LOSS OF USE, DATA, OR PROFITS; OR BUSINESS

INTERRUPTION) HOWEVER CAUSED AND ON ANY THEORY OF LIABILITY, WHETHER IN

CONTRACT, STRICT LIABILITY, OR TORT (INCLUDING NEGLIGENCE OR OTHERWISE) ARISING

IN ANY WAY OUT OF THE USE OF THIS SOFTWARE, EVEN IF ADVISED OF THE POSSIBILITY

OF SUCH DAMAGE.

D Quelltext der FreeTheorems-Bibliothek

Der komplette Quelltext der FreeTheorems-Bibliothek ist zu groÿ, um ihn hier zu zeigen.
Daher wurden die folgenden Kürzungen vorgenommen:

• Sämtliche Kommentare, Import- und Exportanweisungen wurden entfernt.

• Alle Module des Pretty-Printers wurden weggelassen, da diese für das Verständnis der
Bibliothek unerheblich sind, dafür aber einen vergleichsweise groÿen Umfang haben.

• Ebenso wurde der TypeParser auf die Hauptfunktionen zusammengekürzt. Die Implemen-
tation folgt aber der in Abschnitt 4.2 vorgestellten EBNF-De�nition mit den in Abschnitt
5.1 erwähnten Erweiterungen.

Auÿerdem erscheint am Ende dieses Abschnitts ein Auszug aus dem Modul FreeTheorems, das
die äuÿere Schnittstelle der FreeTheorems-Bibliothek darstellt und daher für das Verständnis
der Bibliothek unerlässlich ist.
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Die wichtigsten Datentypen

data LanguageModel

= BasicModel

| FixModel

deriving (Eq, Show)

data NamedType = NamedType TermVariable Type

deriving (Eq, Show)

data Type

= TypeBasic BasicType

| TypeVar TypeVariable

| TypeTermVar TypeTermVariable

| TypeCon TypeConstructor [Type]

| TypeList Type

| TypeUnit

| TypeTuple [Type]

| TypeFun Type Type

| TypeForall TypeVariable Type

deriving (Eq, Show)

data BasicType = Char | Int | Integer | Float | Double

deriving (Eq, Show)

type TypeConstructor = String

type TypeVariable = String

data TermVariable

= TV String Int

| PV String

deriving (Eq, Show)

newtype TypeTermVariable = T Int deriving (Eq, Show)

data Relation

= RelTerm Term (Type, Type)

| RelVar RelationVariable

| RelLift LanguageModel TypeConstructor [Relation]

| RelLiftList LanguageModel Relation

| RelLiftTuple LanguageModel [Relation]

| RelFun LanguageModel Relation Relation

| RelForall LanguageModel RelationVariable Relation

deriving (Eq, Show)

data RelationVariable = R Int TypeVariable (TypeTermVariable, TypeTermVariable)

deriving (Eq, Show)

data Term

= TermVar TermVariable

| TermApp Term Term

| TermIns Term Type

deriving (Eq, Show)
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data Theorem

= IsElementOf (Term, Term) Relation

| ForallPairs (TermVariable,TermVariable) Relation Theorem

| ForallRelations RelationVariable [Restriction] Theorem

| ForallFunctions TermVariable (TypeTermVariable, TypeTermVariable)

[Restriction] Theorem

| ForallElements TermVariable Type Theorem

| Conjunction Theorem Theorem

| Implication Theorem Theorem

deriving Show

data Restriction

= IsStrict TermVariable

| IsStrictAndContinuous RelationVariable

deriving Show

data UnfoldedRelation = UnfoldedRelation Relation LanguageModel UnfoldedSet

data UnfoldedSet

= UnfoldedLift [(DataConstructor, [TermVariable], [TermVariable], Maybe Theorem)]

| UnfoldedLiftList ((TermVariable, TermVariable), (TermVariable, TermVariable))

Theorem

| UnfoldedLiftTuple ([TermVariable], [TermVariable]) Theorem

| UnfoldedFunction (TermVariable, TermVariable) Theorem

| UnfoldedForall (TermVariable, TermVariable) Theorem

type DataConstructor = String

Auszug aus dem Modul Declaration

data DataDeclaration = DataDecl TypeConstructor Arity

([Type] -> [DataConstructorDeclaration])

data DataConstructorDeclaration = DataConDecl DataConstructor [Type]

data TypeDeclaration = TypeDecl TypeConstructor Arity ([Type] -> Type)

type Arity = Int

data UserDefinedTypes = UserDefinedTypes {

dataDecls :: [DataDeclaration],

typeDecls :: [TypeDeclaration]

}

isDefined :: TypeConstructor -> Bool

isDefined t =

any (\(DataDecl t' _ _) -> (t == t')) (dataDecls userDefinedTypes)

|| any (\(TypeDecl t' _ _) -> (t == t')) (typeDecls userDefinedTypes)

getDataDecl :: TypeConstructor -> Maybe DataDeclaration

getDataDecl t =

case (filter (\(DataDecl t' _ _)-> (t == t')) (dataDecls userDefinedTypes)) of

[] -> Nothing

(d:_) -> Just d
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getTypeDecl :: TypeConstructor -> Maybe TypeDeclaration

getTypeDecl t =

case (filter (\(TypeDecl t' _ _)-> (t == t')) (typeDecls userDefinedTypes)) of

[] -> Nothing

(d:_) -> Just d

getSupportedAlgebraicDatatypes :: [(String, Int)]

getSupportedAlgebraicDatatypes = map (\(DataDecl n i _) -> (n,i))

(dataDecls userDefinedTypes)

getSupportedTypeSynonyms :: [(String, Int)]

getSupportedTypeSynonyms = map (\(TypeDecl n i _) -> (n,i))

(typeDecls userDefinedTypes)

userDefinedTypes :: UserDefinedTypes

userDefinedTypes = UserDefinedTypes {

dataDecls = [ ... ],

typeDecls = [ ... ]

}

Auszug aus dem Modul TypeParser

parseNamedType :: String -> Either ParseError NamedType

parseNamedType string =

case runParser namedType () "" string of

Left error -> Left error

Right (NamedType tv t) -> Right (NamedType tv (prepare t))

parseType :: (String -> Bool) -> String -> Either ParseError NamedType

parseType accept string =

case runParser onlyType () "" string of

Left error -> Left error

Right t -> Right (NamedType (newName (TV "t" 1) accept) (prepare t))

where

newName v@(TV t i) accept = if accept (printAsText v)

then v

else newName (TV t (i+1)) accept

namedType :: CLParser NamedType

namedType = ...

onlyType :: CLParser Type

onlyType = ...

Das Modul Preparation

prepare :: Type -> Type

prepare = replaceTypeSynonyms . closure

closure :: Type -> Type

closure t = foldr (\v t -> TypeForall v t) t (freeVariables t)
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freeVariables :: Type -> [TypeVariable]

freeVariables t =

case t of

TypeBasic _ -> []

TypeVar v -> [v]

TypeTermVar _ -> []

TypeCon _ ts -> nub $ concat $ map freeVariables ts

TypeList t1 -> freeVariables t1

TypeUnit -> []

TypeTuple ts -> nub $ concat $ map freeVariables ts

TypeFun t1 t2 -> nub $ concat $ map freeVariables [t1, t2]

TypeForall v t1 -> delete v (freeVariables t1)

replaceTypeSynonyms :: Type -> Type

replaceTypeSynonyms t =

let replaceTS = replaceTypeSynonyms

in case t of

TypeBasic _ -> t

TypeVar _ -> t

TypeTermVar _ -> t

TypeCon c ts -> replaceByDecl c ts

TypeList t1 -> TypeList (replaceTS t1)

TypeUnit -> t

TypeTuple ts -> TypeTuple (map replaceTS ts)

TypeFun t1 t2 -> TypeFun (replaceTS t1) (replaceTS t2)

TypeForall v t1 -> TypeForall v (replaceTS t1)

replaceByDecl :: TypeConstructor -> [Type] -> Type

replaceByDecl con ts =

case getTypeDecl con of

Nothing -> TypeCon con (map replaceTypeSynonyms ts)

Just decl -> let TypeDecl _ _ rhs = decl

in replaceTypeSynonyms (rhs ts)

Das Modul TheoremData

type TheoremState a = State TheoremData a

data TheoremData = TheoremData {

forbiddenVariable :: TermVariable,

nextRelVarIndex :: Int,

nextTypeTermVarIndex :: Int,

nextTermVarIndex :: Int,

nextFunVarIndex :: Int,

nextRelFunVarIndex :: Int

}
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newTheoremData :: TermVariable -> TheoremData

newTheoremData tv = TheoremData {

forbiddenVariable = tv,

nextRelVarIndex = 1,

nextTypeTermVarIndex = 1,

nextTermVarIndex = 1,

nextFunVarIndex = 1,

nextRelFunVarIndex = 1

}

execute :: TermVariable -> TheoremState a -> (a, TheoremData)

execute tv action = executeWith (newTheoremData tv) action

executeWith :: TheoremData -> TheoremState a -> (a, TheoremData)

executeWith tdata action = runState action tdata

newRelationVariable :: TypeVariable -> TheoremState RelationVariable

newRelationVariable v = do

ttv1 <- newTypeTermVariable

ttv2 <- newTypeTermVariable

tdata <- get

let index = nextRelVarIndex tdata

let rv = R index v (ttv1, ttv2)

modify (\tdata -> tdata { nextRelVarIndex = index + 1 })

return rv

newTypeTermVariable :: TheoremState TypeTermVariable

newTypeTermVariable = do

tdata <- get

let index = nextTypeTermVarIndex tdata

modify (\tdata -> tdata { nextTypeTermVarIndex = index + 1 })

if isDefined ("T" ++ show index)

then newTypeTermVariable

else return (T index)

newVariablesFor :: Relation -> TheoremState (TermVariable, TermVariable)

newVariablesFor rel =

case rel of

RelFun _ _ _ -> newFunctionVariables

RelForall _ _ r -> newVariablesFor r

otherwise -> newTermVariables

newTermVariables :: TheoremState (TermVariable, TermVariable)

newTermVariables = do

tdata <- get

let index = nextTermVarIndex tdata

modify (\tdata -> tdata { nextTermVarIndex = index + 1 })

let x = (TV "x" index)

let y = (TV "y" index)

areInUse <- liftM2 (||) (isAlreadyInUse x) (isAlreadyInUse y)

if areInUse

then newTermVariables

else return (x, y)
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newFunctionVariables :: TheoremState (TermVariable, TermVariable)

newFunctionVariables = do

tdata <- get

let index = nextFunVarIndex tdata

modify (\tdata -> tdata { nextFunVarIndex = index + 1 })

let f = (TV "f" index)

let g = (TV "g" index)

areInUse <- liftM2 (&&) (isAlreadyInUse f) (isAlreadyInUse g)

if areInUse

then newFunctionVariables

else return (f, g)

newRelationAsFunctionVariable :: TheoremState TermVariable

newRelationAsFunctionVariable = do

tdata <- get

let index = nextRelFunVarIndex tdata

modify (\tdata -> tdata { nextRelFunVarIndex = index + 1 })

let h = TV "h" index

isInUse <- isAlreadyInUse h

if isInUse

then newRelationAsFunctionVariable

else return h

isAlreadyInUse :: TermVariable -> TheoremState Bool

isAlreadyInUse var = do

tdata <- get

return (var == forbiddenVariable tdata)

Das Modul Delta

applyDelta :: LanguageModel -> Type -> TheoremState Relation

applyDelta model = applyDeltaWith model empty

applyDeltaWith :: LanguageModel -> Environment -> Type -> TheoremState Relation

applyDeltaWith model env t = do

rel <- case model of

BasicModel -> deltaBasic env t

FixModel -> deltaFix env t

return $ reduceRelation rel

type Environment = Map.Map TypeVariable Relation

empty :: Environment

empty = Map.empty

update :: Environment -> TypeVariable -> RelationVariable -> Environment

update env v rv = Map.insert v (RelVar rv) env

lookup :: Environment -> TypeVariable -> Relation

lookup env v =

case Map.lookup v env of

Just rel -> rel
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deltaBasic :: Environment -> Type -> TheoremState Relation

deltaBasic env t =

case t of

TypeBasic b -> return (RelTerm (TermIns (TermVar (PV "id")) t) (t,t))

TypeVar v -> return (lookup env v)

TypeCon c ts -> do rels <- mapM (deltaBasic env) ts

return (RelLift BasicModel c rels)

TypeList t1 -> do rel <- deltaBasic env t1

return (RelLiftList BasicModel rel)

TypeUnit -> return (RelTerm (TermIns (TermVar (PV "id")) t) (t, t))

TypeTuple ts -> do rels <- mapM (deltaBasic env) ts

return (RelLiftTuple BasicModel rels)

TypeFun t1 t2 -> do rel1 <- deltaBasic env t1

rel2 <- deltaBasic env t2

return (RelFun BasicModel rel1 rel2)

TypeForall v t1 -> do rv <- newRelationVariable v

rel <- deltaBasic (update env v rv) t1

return (RelForall BasicModel rv rel)

deltaFix :: Environment -> Type -> TheoremState Relation

deltaFix env t =

case t of

TypeBasic b -> return (RelTerm (TermIns (TermVar (PV "id")) t) (t,t))

TypeVar v -> return (lookup env v)

TypeCon c ts -> do rels <- mapM (deltaFix env) ts

return (RelLift FixModel c rels)

TypeList t1 -> do rel <- deltaFix env t1

return (RelLiftList FixModel rel)

TypeUnit -> return (RelTerm (TermIns (TermVar (PV "id")) t) (t,t))

TypeTuple ts -> do rels <- mapM (deltaFix env) ts

return (RelLiftTuple FixModel rels)

TypeFun t1 t2 -> do rel1 <- deltaFix env t1

rel2 <- deltaFix env t2

return (RelFun FixModel rel1 rel2)

TypeForall v t1 -> do rv <- newRelationVariable v

rel <- deltaFix (update env v rv) t1

return (RelForall FixModel rv rel)

Das Modul Reduction

reduceRelation :: Relation -> Relation

reduceRelation rel = either id toIdentityRelation $ reduceToId rel

reduceToId :: Relation -> Either Relation Type

reduceToId rel =

case rel of

RelTerm term typepair -> processTerm term typepair

RelVar rv -> Left rel

RelLift model con rels -> either (Left . RelLift model con)

(Right . TypeCon con)

(foldReduceToId rels)

RelLiftList model rel' -> either (Left . RelLiftList model)

(Right . TypeList)

(reduceToId rel')
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RelLiftTuple model rels -> either (Left . RelLiftTuple model)

(Right . TypeTuple)

(foldReduceToId rels)

RelFun model rel1 rel2 -> either (\[r1,r2] -> Left $ RelFun model r1 r2)

(\[t1,t2] -> Right $ TypeFun t1 t2)

(foldReduceToId [rel1, rel2])

RelForall model rv rel' -> either (Left . RelForall model rv)

(Left . RelForall model rv

. toIdentityRelation)

(reduceToId rel')

processTerm term typepair =

case term of

TermIns (TermVar (PV "id")) ty -> Right ty

otherwise -> Left (RelTerm term typepair)

foldReduceToId = foldr (\r x -> combine (reduceToId r) x) (Right [])

combine (Left x) (Left es) = Left (x : es)

combine (Left x) (Right es) = Left (x : (map toIdentityRelation es))

combine (Right x) (Left es) = Left ((toIdentityRelation x) : es)

combine (Right x) (Right es) = Right (x : es)

toIdentityRelation :: Type -> Relation

toIdentityRelation t = RelTerm (TermIns (TermVar (PV "id")) t) (t,t)

Das Modul Unfolding

unfold :: TermVariable -> Relation -> TheoremState Theorem

unfold tv rel = liftM simplifyTheorem (unfoldRelation rel (TermVar tv, TermVar tv))

unfoldRelation :: Relation -> (Term, Term) -> TheoremState Theorem

unfoldRelation rel (t1, t2) =

case rel of

RelTerm _ _ -> return $ IsElementOf (t1,t2) rel

RelVar _ -> return $ IsElementOf (t1,t2) rel

RelLift _ _ _ -> return $ IsElementOf (t1,t2) rel

RelLiftList _ _ -> return $ IsElementOf (t1,t2) rel

RelLiftTuple _ _ -> return $ IsElementOf (t1,t2) rel

RelFun model rel1 rel2 -> unfoldFunction model rel1 rel2 (t1,t2)

RelForall model rv rel1 -> unfoldForall model rv rel1 (t1,t2)

unfoldFunction :: LanguageModel -> Relation -> Relation -> (Term, Term)

-> TheoremState Theorem

unfoldFunction model rel1 rel2 (t1,t2) = do

(x,y) <- newVariablesFor rel1

let (tx,ty) = (TermVar x, TermVar y)

theorem <- unfoldRelation rel2 (TermApp t1 tx, TermApp t2 ty)

case rel1 of

RelTerm t (t1,t2) -> return $ ForallElements x t1

$ ForallElements y t2

$ Implication (IsElementOf (tx,ty) rel1) theorem

RelVar _ -> return $ ForallPairs (x,y) rel1 theorem

RelLift _ _ _ -> return $ ForallPairs (x,y) rel1 theorem
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RelLiftList _ _ -> return $ ForallPairs (x,y) rel1 theorem

RelLiftTuple _ _ -> return $ ForallPairs (x,y) rel1 theorem

RelFun _ rel3 rel4 -> do let (t1, t2) = getTypesOf rel3

let (t3, t4) = getTypesOf rel4

theorem1 <- unfoldFunction model rel3 rel4 (tx,ty)

return $ ForallElements x (TypeFun t1 t3)

$ ForallElements y (TypeFun t2 t4)

$ Implication theorem1 theorem

RelForall _ rv rel3 -> do let (t1, t2) = getTypesOf rel1

theorem1 <- unfoldForall model rv rel3 (tx,ty)

return $ ForallElements x t1

$ ForallElements y t2

$ Implication theorem1 theorem

unfoldForall :: LanguageModel -> RelationVariable -> Relation -> (Term, Term)

-> TheoremState Theorem

unfoldForall model rv rel (t1,t2) = do

let R _ _ (ttv1, ttv2) = rv

let pair = (TermIns t1 (TypeTermVar ttv1), TermIns t2 (TypeTermVar ttv2))

let res = case model of

BasicModel -> []

FixModel -> [IsStrictAndContinuous rv]

liftM (ForallRelations rv res) (unfoldRelation rel pair)

getTypesOf :: Relation -> (Type, Type)

getTypesOf rel = getTypes [] rel

getTypes :: [RelationVariable] -> Relation -> (Type, Type)

getTypes rvs rel =

case rel of

RelTerm _ typepair -> typepair

RelVar rv -> let R _ v (ttv1, ttv2) = rv

in if rv `elem` rvs

then (TypeVar v, TypeVar v)

else (TypeTermVar ttv1, TypeTermVar ttv2)

RelLift model c rels -> let (ts1, ts2) = unzip $ map (getTypes rvs) rels

in (TypeCon c ts1, TypeCon c ts2)

RelLiftList model rel' -> let (t1, t2) = getTypes rvs rel'

in (TypeList t1, TypeList t2)

RelLiftTuple model rels -> let (ts1, ts2) = unzip $ map (getTypes rvs) rels

in (TypeTuple ts1, TypeTuple ts2)

RelFun model rel1 rel2 -> let (t1, t2) = getTypes rvs rel1

(t3, t4) = getTypes rvs rel2

in (TypeFun t1 t3, TypeFun t2 t4)

RelForall model rv rel' -> let (t1, t2) = getTypes (rv:rvs) rel'

R _ v _ = rv

in (TypeForall v t1, TypeForall v t2)
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Das Modul Simplification

simplifyTheorem :: Theorem -> Theorem

simplifyTheorem theorem =

case theorem of

IsElementOf _ _ -> theorem

ForallPairs p r t -> ForallPairs p r (simplifyTheorem t)

ForallRelations rv res t -> ForallRelations rv res (simplifyTheorem t)

ForallFunctions f ts res t -> ForallFunctions f ts res (simplifyTheorem t)

ForallElements x ty t -> ForallElements x ty (tryToSimplify t)

Conjunction t1 t2 -> Conjunction (simplifyTheorem t1)

(simplifyTheorem t2)

Implication t1 t2 -> Implication (simplifyTheorem t1)

(simplifyTheorem t2)

tryToSimplify :: Theorem -> Theorem

tryToSimplify theorem =

case theorem of

ForallElements y _ (Implication (IsElementOf (t1, TermVar tv)

(RelTerm term _)) t) ->

if y == tv

then let term' = case term of

TermIns (TermVar (PV "id")) _ -> t1

otherwise -> TermApp term t1

in simplifyTheorem (replaceInTheorem tv term' t)

else simplifyTheorem theorem

otherwise -> simplifyTheorem theorem

replaceInTheorem :: TermVariable -> Term -> Theorem -> Theorem

replaceInTheorem tv term theorem =

case theorem of

IsElementOf (t1, t2) rel -> IsElementOf ((replaceInTerm tv term t1)

,(replaceInTerm tv term t2)) rel

ForallPairs p r t -> ForallPairs p r (replaceInTheorem tv term t)

ForallRelations rv res t -> ForallRelations rv res

(replaceInTheorem tv term t)

ForallFunctions f ts res t -> ForallFunctions f ts res

(replaceInTheorem tv term t)

ForallElements x ty t -> ForallElements x ty (replaceInTheorem tv term t)

Conjunction t1 t2 -> Conjunction (replaceInTheorem tv term t1)

(replaceInTheorem tv term t2)

Implication t1 t2 -> Implication (replaceInTheorem tv term t1)

(replaceInTheorem tv term t2)

replaceInTerm :: TermVariable -> Term -> Term -> Term

replaceInTerm tv term t =

case t of

TermVar tv' -> if tv' == tv then term else TermVar tv'

TermApp t1 t2 -> TermApp (replaceInTerm tv term t1)

(replaceInTerm tv term t2)

TermIns t' ty -> TermIns (replaceInTerm tv term t') ty
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Das Modul Specialization

extractRelationVariables :: Theorem -> [RelationVariable]

extractRelationVariables theorem = extractRelVars True theorem

extractRelVars :: Bool -> Theorem -> [RelationVariable]

extractRelVars takeRVs theorem =

case theorem of

IsElementOf _ _ -> []

ForallPairs _ _ t -> extractRelVars takeRVs t

ForallRelations rv _ t -> if takeRVs

then rv : (extractRelVars takeRVs t)

else extractRelVars takeRVs t

ForallFunctions _ _ _ t -> extractRelVars takeRVs t

ForallElements _ _ t -> extractRelVars takeRVs t

Conjunction t1 t2 -> extractRelVars takeRVs t1

++ extractRelVars takeRVs t2

Implication t1 t2 -> extractRelVars (not takeRVs) t1

++ extractRelVars takeRVs t2

replaceRelationVariable :: Theorem -> RelationVariable -> TheoremState Theorem

replaceRelationVariable theorem rv = do

f <- newRelationAsFunctionVariable

return $ simplifyTheorem (replaceRelVar rv f theorem)

replaceRelVar :: RelationVariable -> TermVariable -> Theorem -> Theorem

replaceRelVar rv f theorem =

case theorem of

IsElementOf p r -> IsElementOf p (replaceInRel rv f [] r)

ForallPairs p r t -> let r' = replaceInRel rv f [] r

t' = replaceRelVar rv f t

in adjustForallPairs p r' t'

ForallRelations rv' res t -> let t' = replaceRelVar rv f t

res' = map (updateRestriction f) res

R _ _ types = rv

in if rv == rv'

then ForallFunctions f types res' t'

else ForallRelations rv' res t'

ForallFunctions f' types res t -> ForallFunctions f' types res

(replaceRelVar rv f t)

ForallElements x ty t -> ForallElements x ty (replaceRelVar rv f t)

Conjunction t1 t2 -> Conjunction (replaceRelVar rv f t1)

(replaceRelVar rv f t2)

Implication t1 t2 -> Implication (replaceRelVar rv f t1)

(replaceRelVar rv f t2)

updateRestriction :: TermVariable -> Restriction -> Restriction

updateRestriction f res =

case res of

IsStrictAndContinuous _ -> IsStrict f

otherwise -> res
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replaceInRel :: RelationVariable -> TermVariable -> [RelationVariable] -> Relation

-> Relation

replaceInRel rv f rvs rel =

case rel of

RelTerm _ _ -> rel

RelVar rv' -> if (rv' `elem` rvs) || (rv' /= rv)

then RelVar rv'

else let R _ _ (ttv1, ttv2) = rv

types = ( TypeTermVar ttv1

, TypeTermVar ttv2)

in RelTerm (TermVar f) types

RelLift m c rels -> RelLift m c (map (replaceInRel rv f rvs) rels)

RelLiftList m rel' -> adjustLiftList m (replaceInRel rv f rvs rel')

RelLiftTuple m rels -> RelLiftTuple m (map (replaceInRel rv f rvs) rels)

RelFun m rel1 rel2 -> RelFun m (replaceInRel rv f rvs rel1)

(replaceInRel rv f rvs rel2)

RelForall m rv' rel' -> RelForall m rv' (replaceInRel rv f (rv':rvs) rel')

adjustLiftList :: LanguageModel -> Relation -> Relation

adjustLiftList model rel =

case rel of

RelTerm t (ty1, ty2) -> let tmap = TermVar (PV "map")

tmap' = (TermIns (TermIns tmap ty1) ty2)

in RelTerm (TermApp tmap' t)

(TypeList ty1, TypeList ty2)

otherwise -> RelLiftList model rel

adjustForallPairs :: (TermVariable, TermVariable) -> Relation -> Theorem -> Theorem

adjustForallPairs (tv1, tv2) rel theorem =

case rel of

RelTerm _ _ -> let (ty1, ty2) = getTypesOf rel

in ForallElements tv1 ty1

$ ForallElements tv2 ty2

$ Implication

(IsElementOf (TermVar tv1, TermVar tv2) rel)

theorem

otherwise -> ForallPairs (tv1, tv2) rel theorem

Das Modul Lifts

extractLiftRelations :: Theorem -> Bool -> TheoremState [UnfoldedRelation]

extractLiftRelations theorem omitIns = do

rels <- extractLifts theorem

lifts <- mapM unfoldLiftRelation $ nub rels

if omitIns

then return (map omitInstantiationsInUnfoldedRelation lifts)

else return lifts

extractLifts :: Theorem -> TheoremState [Relation]

extractLifts theorem =

case theorem of

IsElementOf _ rel -> collectLifts rel

ForallPairs _ rel t -> liftM2 (++) (collectLifts rel) (extractLifts t)

ForallRelations _ _ t -> extractLifts t
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ForallFunctions _ _ _ t -> extractLifts t

ForallElements _ _ t -> extractLifts t

Conjunction t1 t2 -> liftM2 (++) (extractLifts t1) (extractLifts t2)

Implication t1 t2 -> liftM2 (++) (extractLifts t1) (extractLifts t2)

collectLifts :: Relation -> TheoremState [Relation]

collectLifts rel =

case rel of

RelTerm _ _ -> return []

RelVar _ -> return []

RelLift m con rels -> do subLifts <- subLifts m con rels

lifts <- liftM concat $ mapM collectLifts rels

return $ rel : lifts ++ subLifts

RelLiftList _ rel' -> do lifts <- collectLifts rel'

return $ rel : lifts

RelLiftTuple _ rels -> do lifts <- liftM concat $ mapM collectLifts rels

return $ rel : lifts

RelFun _ rel1 rel2 -> do lifts1 <- collectLifts rel1

lifts2 <- collectLifts rel2

return $ rel : lifts1 ++ lifts2

RelForall _ _ rel' -> do lifts <- collectLifts rel'

return $ rel : lifts

subLifts :: LanguageModel -> TypeConstructor -> [Relation]

-> TheoremState [Relation]

subLifts model con rels = do

let Just (DataDecl _ n f) = getDataDecl con

let vs = map (\i -> "a" ++ show i) [1..n]

let decls = f (map (\v -> TypeVar v) vs)

let types = concatMap (\(DataConDecl _ ts) -> ts) decls

let env = Map.fromAscList $ zip vs rels

relations <- mapM (applyDeltaWith model env) types

liftM concat (mapM collectLifts relations)

unfoldLiftRelation :: Relation -> TheoremState UnfoldedRelation

unfoldLiftRelation rel =

case rel of

RelLift model con rels -> liftM (pack model) (unfoldLift model con rels)

RelLiftList model rel' -> return $ pack model (unfoldLiftList model rel')

RelLiftTuple model rels -> return $ pack model (unfoldLiftTuple model rels)

RelFun model rel1 rel2 -> do (f, g) <- newVariablesFor rel

let pair = (TermVar f, TermVar g)

theorem <- unfoldFunction model rel1 rel2 pair

return $ pack model

$ UnfoldedFunction (f,g) theorem

RelForall model rv rel' -> do (x, y) <- newVariablesFor rel

let pair = (TermVar x, TermVar y)

theorem <- unfoldForall model rv rel' pair

return $ pack model $ UnfoldedForall (x,y) theorem

where

pack = UnfoldedRelation rel
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unfoldLift :: LanguageModel -> TypeConstructor -> [Relation]

-> TheoremState UnfoldedSet

unfoldLift model con rels = do

let Just (DataDecl _ n f) = getDataDecl con

vs = map (\i -> "a" ++ show i) [1..n]

decls = f (map (\v -> TypeVar v) vs)

env = Map.fromAscList $ zip vs rels

liftM UnfoldedLift (mapM (unfoldDecl env) decls)

where

unfoldDecl env (DataConDecl con types) = do

let n = length types

xs = map (TV "x") [1..n]

ys = map (TV "y") [1..n]

if n == 0

then return (con, [], [], Nothing)

else liftM (\t -> (con, xs, ys, Just t)) (buildTheorem env xs ys types)

buildTheorem env xs ys types = do

rels <- mapM (applyDeltaWith model env) types

let mkTheorem (x,y,r) = IsElementOf (TermVar x, TermVar y) r

theorems = map mkTheorem (zip3 xs ys rels)

return $ foldr1 Conjunction theorems

unfoldLiftList :: LanguageModel -> Relation -> UnfoldedSet

unfoldLiftList model rel =

let (x, xs) = (PV "x", PV "xs")

(y, ys) = (PV "y", PV "ys")

lift = RelLiftList model rel

theorem = Conjunction (IsElementOf (TermVar x, TermVar y) rel)

(IsElementOf (TermVar xs, TermVar ys) lift)

in UnfoldedLiftList ((x, xs), (y, ys)) theorem

unfoldLiftTuple :: LanguageModel -> [Relation] -> UnfoldedSet

unfoldLiftTuple model rels =

let n = length rels

xs = map (TV "x") [1..n]

ys = map (TV "y") [1..n]

mkTheorem (x,y,r) = IsElementOf (TermVar x, TermVar y) r

theorem = foldr1 Conjunction (map mkTheorem (zip3 xs ys rels))

in UnfoldedLiftTuple (xs, ys) theorem

Das Modul Modification

omitInstantiations :: Theorem -> Theorem

omitInstantiations theorem =

case theorem of

IsElementOf (t1,t2) r -> IsElementOf (omitIns t1, omitIns t2)

(omitInsRel r)

ForallPairs p r t -> ForallPairs p (omitInsRel r)

(omitInstantiations t)

ForallRelations rv r t -> ForallRelations rv r (omitInstantiations t)

ForallFunctions f p r t -> ForallFunctions f p r (omitInstantiations t)

ForallElements x ty t -> ForallElements x ty (omitInstantiations t)

Conjunction t1 t2 -> Conjunction (omitInstantiations t1)
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(omitInstantiations t2)

Implication t1 t2 -> Implication (omitInstantiations t1)

(omitInstantiations t2)

omitInstantiationsInUnfoldedRelation :: UnfoldedRelation -> UnfoldedRelation

omitInstantiationsInUnfoldedRelation (UnfoldedRelation rel model set) =

UnfoldedRelation (omitInsRel rel) model (omitInsSet set)

omitInsRel :: Relation -> Relation

omitInsRel rel =

case rel of

RelTerm t types -> RelTerm (omitIns t) types

RelVar _ -> rel

RelLift m c rels -> RelLift m c (map omitInsRel rels)

RelLiftList m rel' -> RelLiftList m (omitInsRel rel')

RelLiftTuple m rels -> RelLiftTuple m (map omitInsRel rels)

RelFun m rel1 rel2 -> RelFun m (omitInsRel rel1) (omitInsRel rel2)

RelForall m rv rel' -> RelForall m rv (omitInsRel rel')

omitInsSet :: UnfoldedSet -> UnfoldedSet

omitInsSet set =

case set of

UnfoldedLift list -> UnfoldedLift (map omit list)

UnfoldedLiftList p t -> UnfoldedLiftList p (omitInstantiations t)

UnfoldedLiftTuple p t -> UnfoldedLiftTuple p (omitInstantiations t)

UnfoldedFunction p t -> UnfoldedFunction p (omitInstantiations t)

UnfoldedForall p t -> UnfoldedForall p (omitInstantiations t)

where

omit (con, xs, ys, mt) =

case mt of

Nothing -> (con, xs, ys, mt)

Just t -> (con, xs, ys, Just (omitInstantiations t))

omitIns :: Term -> Term

omitIns t =

case t of

TermVar tv -> TermVar tv

TermApp t1 t2 -> TermApp (omitIns t1) (omitIns t2)

TermIns t _ -> omitIns t

Das Modul FreeTheorems

generateTheorem :: LanguageModel -> NamedType -> (Theorem, TheoremData)

generateTheorem model (NamedType tv t) =

execute tv (applyDelta model t >>= unfold tv)

extractLiftRelations :: (Theorem, TheoremData) -> Bool -> [UnfoldedRelation]

extractLiftRelations (theorem, tdata) omitIns =

fst $ executeWith tdata (Lifts.extractLiftRelations theorem omitIns)

instantiateRelation :: (Theorem, TheoremData) -> RelationVariable

-> (Theorem, TheoremData)

instantiateRelation (theorem, tdata) rv =

executeWith tdata (Specialization.replaceRelationVariable theorem rv)
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